Tijana Jaksic i Isidora Poznanovi¢

O lavirintima 1
ugradivanju stabala u grid
grafove

Ugradivanje grafa G u graf H, ukoliko postoji,
predstavlja par preslikavanja (f, g) gde je f in-
Jjektivno preslikavanje iz skupa V(G) u skup
V(H), a g preslikavanje koje svaku granu uv
grafa G slika u put izmedu cvorova f(u) i flv) u
grafu H pri cemu su putevi iz g[E(G)] disjunktni.
Ukoliko svaki ¢vor grafa H pripada nekom putu
iz g[E(G)], radi se o savr§enom ugradivanju. U
slucaju da je G stablo a H grid graf, ugradivanje
se moZe shvatiti kao ,,crtanje” lavirinta u pravo-
uganoj tabli. U radu je dat potreban i dovoljan
uslov za savrseno ugradivanje stabla u grid graf
kao i neke granice o minimalnim parametrima
(povrsina, Sirina) grid grafa u koje se moze ug-
raditi dato stablo. Takode su dati i rezultati o
maksimalnom broju ¢vorova stepena 2, 3 i 4 za
stabla koja se mogu savrSeno ugraditi u grid
graf date dimenzije, Sto predstavlja dopunu po-
znatom rezultatu iz ove oblasti.

Uvod

Grafovi su matematicki objekti koje iznena-
dujuce Cesto sre¢emo u svakodnevnom Zivotu:
mape koje predstavljaju povezanost gradova,
Seme elektri¢nih kola, prijateljstva na socijalnim
mrezama itd. Zbog toga se teorija grafova prime-
njuje u reSavanju velikog broja interesantnih
teorijskih, ali i prakti¢nih problema. Jedan od
problema koji se moZe svrstati u obe pomentue
kategorije je automatizovano dizajniranje i cr-
tanje lavirinata.

Istorijski gledano, lavirint predstavlja gra-
devinu sac¢injenu od sloZene mreZe prolaza ili
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hodnika kojoj je namena da u njoj covek lako za-
luta. Lavirinte je, izmedu ostalog, proslavio mit o
Tezeju. Medutim, matematicki gledano, struk-
tura svakog lavirinta se moze opisati vrlo jedno-
stavno.

Svaki klasi¢ni pravougaoni lavirint se moZze
predstaviti grafom tako da ¢vorovi predstavljaju
raskrsnice i ,,6orsokake” (potencijlano i jo§ neke
delove lavirinta) a grane — puteve u lavirintu iz-
medu odabranih ¢vorova. Pomenuti lavirinti ne-
maju nepovezanih delova i izmedu svake dve
taCke postoji jedinstveni put pa je njima odgova-
rajudi graf zapravo stablo koje se moZe shvatiti
kao Sema lavirinta. Interesantno je razmatrati
problem dizajna lavirinta (Www.mazegene-
rator.net/) na osnovu datog stabla; ovo spada u
probleme ugradivanja grafova (eng. graph em-
bedding) i to konkretno ugradivanje stabala u
grid grafove.

Za dato stablo T sa n ¢vorova, prirodno se na-
mecu neka pitanja poput:

— Koji su potrebni i dovoljni uslovi da se od

stabla T napravi (klasic¢an) lavirint?

— Ako je od datog stabla moguce napraviti
lavirint, koja je najmanja moguéa povr-
Sina ili $irina takvog lavirinta?

— Koliko ,.,komplikovani” lavirinti mogu
biti ako je mera kompleksnosti broj izbora
prilikom skretanja, npr. broj raskrsnica
stepena 3 1/ili 4?

U ovom radu je analizirana pomenuta proble-
matika i dati su odgovori na veéinu postavljenih
pitanja. Rad je organizovan na sledeci nacin.

U slede¢em poglavlju date su formalne defi-
nicije pojmova iz teorije grafova kao i specijalnih
klasa grafova koje ¢e nam biti od interesa.
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U tre¢em poglavlju je objasnjen pojam ugra-
divanja grafova i data je preciznija definicija
lavirinta. Analizirani su potrebni i dovoljni us-
lovi za ugradivanje stabala u grid grafove i date
su donje i1 gornje granice o optimalnim dimen-
zijama dobijenog lavirinta.

U cetvrtom poglavlju je uveden pojam savr-
Senog ugradivanja i dat je potreban i dovoljan
uslov za konstrukciju klasi¢nog lavirinta od
datog stabla. Dodatno dati su rezultati o maksi-
malnom broju ¢vrova stepena 2, 3 i 4 za takve
lavirinte, Sto predstavlja dopunu jednom sko-
ra$njem rezultatu iz ove oblasti.

Osnovni pojmovi

Za pocetak, dajemo osnovne definicije iz
teorije grafova (videti: Stevanovic et al. 2004;
Diestel 2005; Bondy i Murty 1976). Podsetimo

se da za skup X i prirodan broj k, (}]fj oznacava

skup svih k-elementnih podskupova skupa X.
Definicija 1. Graf G (eng. graph) je uredeni

par (V, E), gde je EC (‘;) Elementi skupa V
zovu se ¢vorovi (eng. vertex), a elementi skupa £
grane (eng. edge) grafa G.

Za graf G =(V, E), skupove Vi E ¢emo Cesto
oznacavati V(G) i E(G), redom.

Definicija 2. Dva ¢vora uiv grafa G = (V, E)
su susedna ako je {u, v} €E; za njih kazemo da su
spojena granom e = uv. Pod okolinom ¢vora
veV grafa G = (V, E) podrazumeva se skup

N(W)={u €V :vu eE} suseda ¢vora v. Stepen
¢vora v, u oznaci d(v), je broj suseda ¢vora v,
dv) = |NW)|.

Najvedi stepen ¢vora u grafu G oznacava se
sa A(G).

Definicija 3. Setnja W duZine & u grafu G je
niz vy, ey, vy, €2, Vo, ..., €, Vx Cvorova i grana tako
dajee;=vivizai=1,2,..., k. Cvorovi Volvek
su krajnji &vorovi Setnje W. Setnja je zatvorena
ukoliko je vo = v;. Staza je Setnja u kojoj se
nijedna grana ne ponavlja. Put je Setnja u kojoj se
nijedan ¢vor ne ponavlja. Ciklus je zatvorena
staza u kojoj se nijedan ¢vor ne ponavlja, izuzev
prvog i poslednjeg.

Cvorovi u i v grafa G su povezani ako u G
postoji put ¢iji su krajnji ¢vorovi upravo u i v.
Graf G je povezan ukoliko su svaka dva njegova
¢vora povezana — u suprotnom je nepovezan.

Definicija 4. Rastojanje izmedu ¢vorova uiv
u povezanom grafu G, u oznaci d(u, v), jednako
je duzini najkraceg puta (gledano po broju grana)
¢iji su krajnji ¢vorovi u i v. Ekscentricitet ¢vora
u, u oznaci ecc(u), jednak je najvecem rastojanju
izmedu ¢vora u i bilo kog drugog ¢vora, to jest
ecc(u) = max, < yg)d(u, v). Radijus grafa G, u
oznaci R(G), jednak je najmanjem ekscentrici-
tetu, a dijameter grafa G, u oznaci D(G), jednak
je najveéem eksentricitetu medu svim ¢vorovima
grafa G.

Za predstavljanje i analizu klasi¢nih laviri-
nata, od posebnog interesa ¢e nam biti sledece
klase grafova.

Definicija 5. Stablo je povezan graf bez
petlji.

Slika 1. Primer stabla, kompletnog binarnog stabla RT»4 1 grid grafa Ggg, redom

Figure 1. Example of a tree, complete binary tree R7, 4 and grid graph G, respectively
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Cvorovi stepena 1 u stablu nazivaju se listovi.
Jedna od bitnih osobina stabala je da izmedu
proizvoljna dva ¢vora u stablu postoji jedinstven
put.

Definicija 6. Kompletno k-narno stablo
dubine 7, u oznaci RT},, je stablo u kome ta¢no
jedan ¢vor (koren stabla) ima stepen k, svi ¢vo-
rovi razliciti od korena imaju stepen k£ + 1 ili 11
svi ¢vorovi stepena 1 su na rastojanju r od ko-
rena.

Definicija 7. Grid graf dimenzije n X m, u
oznaci G, ,, je graf ¢iji je skup ¢vorova {1, 2,
onyx{1,2,...,m} pri ¢emu su ¢vorovi (a, b) i
(c, d) povezani akko je (ja—c|=1 Ab=d)ili
(a=c Alb—d|=1). Vrednost min{n, m} je Sirina,
a vrednost n - m je povrsina grafa G,

Prethodne definicije se odnose na proste
grafove — neorjentisane grafove bez petlji i viSe-
strukih grana. U ovom radu se bavimo isklju¢ivo
takvim grafovima.

Ugradivanje grafova i lavirinti

Sada uvodimo jednu jako korisnu transfor-
maciju grafova koja na neki nacin ,,deformise”
dati graf.

Definicija 8. Ugradivanje grafa G u grat H
predstavlja par preslikavanja (f, g) gde je fin-
jektivno preslikavanje iz skupa V(G) u skup V
(H) a g preslikavanje koje svaku granu uv grafa
G slika u put izmedu ¢vorova f (1) i f(v) u grafu
H, pri cemu su putevi iz g[E(G)] medusobno
disjunktni osim eventualno u krajnjim ¢voro-
vima.

Neformalno, mi ,,produzavamo” grane grafa
G (pretvarajudi ih u puteve) a zatim takav ,,defor-
misani” graf smeStamo u graf H. Na slici 2 je dat
primer ugradivanja grafa G u graf H; ¢vorovi
grafa G su obeleZeni praznim kruzZi¢ima, a grane
isprekidanim linijama. Primetimo da je jedna od
grana grafa G ugradena u put grafa H, kao i da
primer na slici nije jedino mogude ugradivanje
grafa G u graf H.

Primetimo da u klasi¢nom (pravougaonom)
lavirintu izmedu svaka dva polja postoji je-
dinstven put (inace bi lavirint bio laksi za reSa-
vanje) $to je je jedna od osobina stabala;

ispostavlja se da se svaki klasi¢ni lavirint
moze na jedinstven nacin predstaviti stablom iji
su ¢vorovi prazna polja a grane postoje samo
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Slika 2. Ugradivanje grafa G (levo) u graf H (desno)

Figure 2. Embedding of G (left) into H (right)

izmedu susednih praznih polja. Sa druge strane,
klasi¢ni lavirint vizuelno podseca na standardni
prikaz grid grafa. Da bismo dosli od strukturnog
prikaza grafa (stablo) do vizuelnog prikaza (pod-
graf grid grafa), najprirodniji nacin je posmatrati
ugradivanje stabla u grid graf.

Nasslici 3 dat je primer transformacije jednog
stabla u lavirint (obratiti paznju da vizuelni pri-
kaz odgovarajuéeg lavirinta u opStem slucaju
nije jedinstveno odreden).

Sada se prirodno postavlja pitanje, da li se od
svakog stabla moZe napraviti lavirint, tj. da li se
svako stablo moze ugraditi u neki grid graf?
Dodatno, za stablo 7 oznac¢imo sa A(7") najmanji
mogudi broj a za koji postoji grid graf G, ,, povr-
Sine a u koji je moguce ugraditi stablo T; sa W(T)
oznacimo najmanji moguci broj w za koji postoji
grid graf G, Sirine w u koji je moguce ugraditi
stablo T. Ukoliko odgovarajudi grid grafovi ne
postoje, smatramo da su vrednosti A(T") i W(T)
jednaki oo.

Sledeca teorema daje potreban i dovoljan us-
lov za postojanje ugradivanja stabla u grid graf.

Teorema 1. Neka je T stablo. Tada postoji
grid graf u koji se 7' moZe ugraditi ako i samo ako
vazi A(T) <4.

Dokaz. Ako se stablo T moZe ugraditi u graf
G, jasno je da vazi A(T) < A(G). Kako je najveci
stepen grid grafa 4, ovim je jedan smer teoreme
pokazan.

DokaZimo sada matemati¢kom indukcijom
po n da se svako stablo T sa n ¢vorova za koje je
A(T ) £4 moze ugraditi u grid graf G, za neki
prirodan broj b <n tako da neki ¢vor v e V(T') za
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Slika 3. Primer dobijanja

lavirinta od stabla

Figure 3. Example of
tree-induced labyrinth

koji je d(v) £3 pripada prvoj vrsti grid grafa.
Baza indukcije je trivijalna (za n = 1 izolovan
¢vor se ugraduje u G, ;). Pretpostavimo da tvrde-
nje vazi za svaki prirodan broj manji od » i neka
je T odgovarajuce stablo sa n ¢vorova.

Uocimo ¢vor v e V(T ) za koji je d(v) <3
(takav ¢vor postoji jer svako stablo ima bar 2
lista). Neka su vy, ..., v susedi ¢vora v i neka se
uklanjanjem grana iz ¢vora v stablo T razbija na
podstabla T, ..., Tx (1 £ k < 3). Sva ta stabla
imaju manje od n ¢vorova, ¢vorovi v; su stepena
najvise 3 u T; (jer je A(T ) <4) pana osnovu
induktivne pretpostavke postoje grid grafovi
Gi(a;, b;) u koje se ova stabla mogu ugraditi tako
da su ¢vorovi v; u prvim vrstama.

Spajanjem ovih grid grafova postavljanjem
na zajednic¢ku prvu vrstu dobijamo grid graf
M(max; a,, z; b,) ¢ija je Sirina (po induktivnoj
pretpostavci) Z,-bi Szi| V(T))| £ n. Pro§irimo
sada G za jednu vrstu iznad — postavimo ¢vor u
odmah iznad ,,srednjeg” ¢vora v; (ima ih najvise
3) i poveZimo u sa preostalim (najviSe 2) ¢vo-
rovima levo i desno preko prve vrste. Na ovaj
nacin smo uspeli da ugradimo stablo 7u grid graf
koji zadovoljava sve uslove induktivne pretpos-
tavke pa tvrdenje vaziizan. Ovim je idrugi smer
teoreme dokazan. O
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Teorema 2. Neka je T stablo. Ukoliko je
A(T) <4, tadavazi A(T)<n- (R(T)+2)i W(T) <
<R() +2.

Dokaz. Indukcijom se lako pokazuje da je
broj vrsta konstruisanog grid grafa za stablo T iz
dokaza Teoreme 1 jednak ecc(u) + 1 gde jeu
pocetni ¢vor, dok znamo da vaZi da mu je broj
kolona najvise n. Dakle, ukoliko za u izaberemo
¢vor sa minimalnim ekscentricitetom u stablu 7'i
pretpostavimo da je d(u) <3, povrSina dobijenog
grid grafa nece biti veéa od n - (R(T) + 1).

S druge strane, ukoliko je d(u) = 4, uklonimo
neku granu uv. Tada dobijamo dva stabla, za
svaki od njih konstruiSemo grid graf na osnovu
prethodne teoreme sa pocetnim ¢vorovima u i v,

TIIHIHI

Slika 4. Primer ugradivanja i savrSenog ugradivanja
stabla u grid graf G

Figure 4. Embedding construction into grid graph
Ge,
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spojimo ih po prvoj vrsti, a zatim dodajemo jed-
nu vrstu iznad preko koje spajamo ¢vorove u i v
(slika4). Dobijeni grid graf ima R(T) + 2 vrstai (i
dalje) ne viSe od n kolona pa vazi A(T)<
<n'(R(T) + 2). Nejednakost za W(T) direktno
sledi na osnovu broja vrsta u dobijenom grid
grafu.

Posledica 1. Neka je T stablo. Ukoliko je

AT) < 4, tada vazi A(T) s% -+ iWT) <51

Dokaz. Kori§¢enjem poznatih rezultata da u
svakom stablu Tvazi 2-R(T) <D(T) + 1,au
svakom grafu G vazi D(G) <n - 1, dobijamo da je
R(T) <n. Sada rezultat direktno sledi kombina-
cijom ove nejednakosti i Teoreme 2. O

Oznacimo sa A(n) (respektivno W(n)) naj-
manju vrednost A(T) (respektivno W(T)) medu
svim stablima sa n ¢vorova. Jasno je da vaZzi
A(n) > njer je potrebno da odgovarajuéi grid graf
ima bar n ¢vorova. Dakle, kako broj ¢vorova
raste, tako raste i odgovarajuéa povrsina; pre-
ciznije lim A(n) = .

Situacija nije toliko jasna sa W(n); da li je
moguce proizvoljno veliko stablo ugraditi u grid
graf konstantne Sirine? Na prvi pogled izgleda da
je to moguce kompenzovati drugom dimanzijom
(¢ija bi se duzina ponasala kao neka rastuca fun-
kcija po n) ali se ispostavlja da nije tako. O tome
govore sledeée teoreme.

Teorema 3. Za svaki prirodan broj r vazi W
(RT3,)=r+1.

Dokaz. Koristeci konstrukciju iz Teoreme 1
sa korenom kao pocetnim ¢vorom, dobijamo da
je broj vrsta dobijenog grid grafa jednak r + 1, pa
je W(RT;,) <r + 1. Obrnutu nejednakost do-
kazujemo matematickom indukcijom po r. Zar =
=1 trivijalno vazi W (RT3,) >2. Pretpostavimo
da tvrdenje vaZzi za sve prirodne brojeve manje
od r. Pretpostavimo suprotno za RT3, tj. da ga je
mogude ugraditi u grid graf G, ; gde je r <k.
Uklanjanjem korena u, graf se razbija na tri
manja RT3, grafa. Svaki od ovih manjih gra-
fova ima ¢vorove u svih r vrsta grafa G, 4, jer biu
suprotnom mogao biti ugraden u grid graf manje
Sirine §to je suprotno induktivnoj pretpostavci.
Medutim, to znaci da manji graf ,,u sredini”
potpuno razdvaja preostala dva manja grafa pa
nije moguée da u G, postoji ¢vor van ovih malih
koji bi bio susedan sa po jednim ¢vorom svakog
od manjih grafova. Medutim, takav ¢vor je upra-
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vo koren u!. Ova kontradikcija implicira da je
ipak W(RT;,) >r + 1 pa na osnovu indukcije i
obrnute nejednakosti sledi tvrdenje zadatka.
Posledica 2.
lim W(n) = .

n—w
+1

Dokaz. Kako je |V(RT;,)| = % , Na os-

novu Teoreme 3 sledi W(n) >log,(2n+1), pa je
jasno da lim W(n) = oo.

n—o

Na osnovu Teoreme 3 prirodno je pretpo-
staviti da su bas maksimalno ,,razgranati” grafovi
oni koji zahtevaju Siroke grid grafove za ugra-
divanje i da e za ostale grafove sa istim brojem
¢vorova biti potrebna ne veca Sirina. Otud i sle-
deca hipoteza.

Hipoteza 1. Za svaki prirodan broj n vazi:

W(n) =[log,2n+1].

SavrSeno ugradivanje

Obratimo paznju da definicja ugradivanja
grafa G u graf H ne zahteva da svi ¢vorovi grafa
H budu ,,iskorisceni”, tj. da svaki ¢vor bude ili
slika nekog ¢vora iz G ili da pripada nekom od
puteva koji je slika neke grane iz G. Konkretno,
prilikom klasi¢nog ugradivanja stabla u grid
graf, neki ¢vorovi mogu biti neiskorisceni (videti
npr. sliku 4), i onda nije bas jasno kakav se la-
virint dobija. U tom slucaju ili lavirint nije pra-
vougaoni ili postoje nedostiZna polja §to nije
idealno.

Zbog toga uvodimo slededu vrstu ugradi-
vanja grafova.

Definicija 9. Savrseno ugradivanje grafa G u
graf H je ugradivanje grafa G u graf H takvo da
svaki ¢vor grafa H pripada ili f [V(G)] ili nekom
putu iz g[E(G)].

Intuitivno, savrSeno ugradivanje stabla u grid
graf prestavlja potpuno popunjavanje grid grafa i
dobijanje klasi¢nog lavirinta. Na sledecoj slici
prikazano je (klasi¢no) ugradivanje stabla u grid
graf i savrSeno ugradivanje stabla u grid graf.
Cvorovi stabla i njihove slike ozna¢eni su pra-
znim kruZicima a grane (i odgovarajudi putevi u
grid grafu) isprekidanim linijama.

U prethodnom poglavlju je pokazano da se
svako stablo ¢iji je stepen najveceg ¢vora ne veci
od 4 moZe ugraditi u neki grid graf. Na osnovu
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Slika 5. Primer ugradivanja i savrSenog ugradivanja stabla u grid-graf Ge;

Figure 5. Example of embedding and perfect embedding of a tree into grid graph Gg7

prethodne slike izgleda da, ¢ak i bez poznavanja
dokaza, nije tesko izvrSiti odgovarajuéu konstru-
kciju, ali da je situacija znatno komplikovanija za
savrSeno ugradivanje. Ovde dokazujemo znatno
jace tvrdenje: za svako takvo stablo postoji i sa-
vr$eno ugradivanje u neki grid graf!

Teorema 4. Neka je 7T stablo. Tada postoji
grid graf u koji se 7' moZe savrSeno ugraditi ako i
samo ako vazi A(T) <4.

Dokaz. Matematickom indukcijom po broju
¢vorova stabla ¢emo pokazati jaCe tvrdenje: za
svako stablo T (A(T) <4) i za svaki ¢vor u € V(T)
stepena manjeg od 4 postoji savrseno ugradi-
vanje stabla T u grid graf G(a,b) tako da je bar
jedan od brojeva a i b paran i da se ¢vor u nalazi
na obodu grida G(a,b) (tj. u prvoj ili poslednjoj
vrsti ili u prvoj ili poslednjoj koloni). Baza in-
dukcije za n = 2 je trivijalna.

Neka je n >3. Pretpostavimo da tvrdenje vazi
za sve prirodne brojeve manje od n i posmat-
rajmo proizvoljno stablo 7 (A(T) £4) i proiz-
voljan ¢vor u € V(T) za koji vazi d(u) <3 (takav
¢vor uvek postoji). Razlikujemo tri slucaja:

Slucaj d(u) = 1: Neka je v sused ¢vora u.
Uklanjanjem ¢vora u ostaje stablo 7" san — 1
&vorom u kome je d'(v) <3 (jer je A(T) <4). Po
indukecijskoj hipotezi, moguce je savrSeno ugra-
diti 7" u grid graf G (', b') tako da se ¢vor v nalazi
na njegovom obodu. Sada moZemo vratiti ¢vor u
tako Sto ga spojimo sa ¢vorom v ,,opkruZiva-
njem” kao na slici 6 (stablo 7" savrSeno ugradeno
u grid graf je predstavljeno osen¢enim pravouga-
onikom). Sada je ¢vor u na obodu novog grid
grafa u koji je savrSeno ugraden T; kako su se obe
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Slika 6. Dodavanje ¢vora ,,opkruzivanjem”

Figure 6. Adding a vertex by “surrounding”

stranice povecale za 2, i dalje je bar jedna od njih
parna.

Sluc¢aj d(u) = 2: Uklanjanjem ¢vora u, stablo
T se razbija na dva manja stabla; po induktivnoj
pretpostavci, svako od njih moZe biti savrSeno
ugradeno u odgovarajuce grid grafove tako da su
susedi ¢vora u na obodu. U svakom stablu je
moguce ,,prebaciti” ¢vor susedan uklonjenom
¢voru u teme grida dodavanjem kompaktnog
puta kao na slici 7 (razlikujemo slucajeve u za-
visnosti od toga da li je ¢vor na parnoj ili nepar-
noj stranici).

I:ll_I_I_T

2N 1 2N

I:lLI_I_T

ON +1 1 oN

2N+ 1 2N

Slika 7. ,,Prebacivanje” ¢vora u ugao

Figure 7. Vertex “transfer” into a corner
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Slika 8. Spajanje dva

podstabla (gore) i tri
podstabla (dole)

Figure 8. Merging of

two subtrees (top) and
of three subtrees
(bottom)

Vidimo da se ovim dodavanjem tac¢no jedna
stranica poveca za 2 pa je i dalje bar jedna od njih
parna. Sada tehnikom ,,opkruZivanja” povecava-
mo stranice jednog od grid grafova dok im se ne
izjednace parne stranice (to je uvek mogude jer
se sve stranice povecavaju za po 2). Zatim se od-
govarajuci grid grafovi postave (primenom si-
metrije i/ili rotacije) kao na slici 8 gore, tako da
im izjednacene stranice budu susedne kao i dva
pomenuta ¢vora. Jasno je da se dodavanjem ¢vo-
ra u kao na slici dobija ugradivanje stabla 7 koje
zadovoljava sve pomenute osobine.

Slucaj d(u) = 3: Analogno drugom slucaju,
postavimo odgovarajuce ¢vorove u uglove, iz-
jednacimo jednu dimenziju a zatim spojimo ¢vor
u sa 3 grid grafa kao na slici 8 dole.

Ovim je teorema dokazana. O

Tako je opisana konstrukcija za savrSeno
ugradivanje znatno komplikovanija i zahteva
mnogo vece grid grafove od konstrukcije za
obi¢no ugradivanje, analizom manjih primera se,
iznenadujuce, ispostavlja da su za obe vrste
ugradivanja dovoljni grid grafovi iste veliine.
Zbog toga postavljamo sledeéu hipotezu:

Hipoteza 2. Za svaki prirodan broj n, naj-
manja povrSina grid grafa u koju je moguce sa-
vrSeno ugraditi proizvoljno stablo sa n ¢vorova
jednaka je A(n).

Do sada je bilo reci o (savrSenom) ugradiva-
nju datog stabla u grid graf, tj. akcenat problema
je bio na vizualizaciji lavirinta kome smo veé
odredili strukturu. Naravno, vrlo je bitno oda-
brati stablo koje ¢e biti osnova lavirinta. Ako
Zelimo da lavirint bude tezak za reSavanje, intu-
itivno je jasno da njegova osnova ne treba biti
put, veé neko stablo sa velikim brojem ¢vorova
stepena veceg od 2 (veliki broj raskrsnica). In-
spirisani tom logikom, moZemo definisati kom-
pleksnost lavirinta kao neku funkciju od broja
¢vorova datog stepena njegove osnove.
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Za svako 1 <i <4, oznac¢imo sa D; najveci
mogudéi broj ¢vorova stepena i koje moZe imati
stablo koje se moze savrSeno ugraditi u grid graf
Gn,m-

U svom radu, Lii Toulouse (2010) se bave
odredivanjem razapinjucih stabala grid grafova
sa najveéim brojem listova. Medutim, svako
razapinjuce stablo grid grafa G, ,, je u stvari
stablo sa nm ¢vorova koje je savrSeno ugradeno u
G, Uslov da stablo ima ta¢no mn ¢vorova se
moZe izostaviti — bilo kom stablu koje se moze
savrSeno ugraditi u G, se mogu dodati ,,zamis-
ljeni” ¢vorovi sa grana koje su putevi duzine
vece od 1 u G, ,. Prema tome, u pomenutom radu
autori zapravo odreduju vrednost D! i pokazano
zgnm+0(n+m).

U ovom radu nas viSe zanimaju ostali stepeni
¢vorova.

Lema 1. Neka su n i m prirodni brojevi. Tada
za2<i<3vaii Dl < ”’l?’_‘lz

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljno stablo T
savr§eno ugradeno u G,,, i dodajmo mu zami-
§ljene Evorove ukoliko je |V(T)| <nm (vrednosti
D; , se ne mogu smanjiti). Sada stablo T ima
ta¢no nm ¢vorovainm— 1 granu. Oznacimo sa D;
broj ¢vorova stepena i u 7. Koristeéi ¢injenicu da
je zbir stepena ¢vorova u grafu jednak dvostru-
kom broju grana i da je D; = 0 za i 4 dobijamo:

jedajeD,

1-D, +2-D, +3-D;+4-D, =2(nm-)),
$to u kombinaciji sa " D, =nmdaje:
1-D, +2-D,+3-D, =nm~2.

Kako je D;>0to zasvakoivazi(i— 1) D;<

min_—2 §to je i trebalo doka-

zati. O

<nm-2pajeD, <

DEO |



Slika 9. Asimptotski

Sada smo smo spremni za teoremu koja nam
daje asimptotske vrednosti za D;, §to na neki
nacin predstavlja dopunu za pomenuti rad (Li i
Toulouse 2010).

Teorema 5. Neka su n i m prirodni brojevi.
Tada vazi:

a)D;  =nm-2
b) D}, = % nm+O0(n+m)
D, = 1 nm+O0n + m)

3

Dokaz. Lema 1 nam daje gornje granice pa je
dovoljno konstruisati odgovarajuc¢a ugradivanja
u G, ,, gde se te granice asimptotski dostizu. Slu-
¢aj za D}, je trivijalan, jer se tacno nm — 2 ¢vora

stepena dva postizu kada je traZeno stablo put.
Mozemo konstruisati trazeno stablo sa oko

1 . " ‘e
7 hm cvorova stepena 3 tako Sto za svake Cetiri

uzastopne vrste, skoro svi ¢vorovi iz prve i Cet-
vrte imaju po 3 suseda (slika 9 levo). Analogno,

N 1 «
trazeno stablo sa oko 31m ¢vorova stepena 3

konstruiSemo tako $to za svake 3 uzastopne vrste
postavimo da su skoro svi ¢vorovi iz srednje vr-
ste susedi sa po 4 ¢vora (slika 9 desno). O
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Tijana Jaksic¢ and Isidora Poznanovic

On Labyrinths and Embedding of
Trees into Grid Graphs

Embedding of graph G into graph H, if it ex-
ists, is an ordered pair (f, g), where frepresents an
injective function from V(G) into V(H) and g is a
function which maps every edge uv of graph G to
the path between vertices f{u) and f{(v) of graph
H, provided that all paths from g[E(G)] are mutu-
ally disjointed. If every vertex of H belongs to
some path from g[E(G)], we say that the embed-
ding is perfect. If G is a tree and H is a grid graph,
we can see this embedding as a “drawing” of a
labyrinth in a rectangular board. In this paper, the
necessary and sufficient condition for perfect
embedding of a tree into a grid graph is given, as
well as some bounds on minimal parameters
(area, width) of the grid graph into which we can
embed the given tree. Also, we give the results on
the maximum number of vertices of degree 2, 3
and 4 for the trees which can be perfectly embed-
ded into the grid graph of the given dimensions.
The last results are additions to the known result
on this topic. o
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