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Uticaj dipolne interakcije na oblik
Fermijeve povrsi

Ovaj rad za cilj ima ispitivanje uticaja dipol-dipol interakcija na staticke i
dinamicke osobine ultrahladnog Fermijevog gasa zarobljenog u opto-mag-
netnoj zamki. Ovakav sistem se moZe opisati u realnom prostoru, gde su
odredivani Tomas-Fermijevi radijusi, kao i u momentnom prostoru gde su
predstavljene poluose Fermijeve povrsi. Koristeci jednacinu za ukupnu
energiju sistema, analiticki je dobijen zatvoren sistem Sest jednacina, koje
Jjedinstveno odreduju poluose elipsoida u realnom i momentnom prostoru.
Sistem je dalje reSavan numericki i ispitivano je kako razliciti parametri
sistema (ukupna broj Cestica, frekvence zamke, i sl.) uticu na stepen defor-
macije Fermijeve sfere. Rezultati ovog rada bi mogli doprineti u dizaj-
niranju buducih eksperimenata, kao i analizi rezultata tih eksperimenata.

Uvod

Ultrahladni Fermijevi gasovi predstavljaju sistem koji se sastoji od
fermiona ohladenog do temperature reda veli¢ine nano kelvina. Do ovako
ekstremnih temperatura sistem se hladi metodom laserskog hladenja. S
obzirom na polucelobrojni spin, fermioni zadovoljavaju Paulijev princip
isklju¢enja, zbog cega dva fermiona ne mogu zauzimati isto kvantno stanje.
Zato Cestice redom popunjavaju energetska stanja. Ovakvi sistemi mogu se
posmatrati u realnom prostoru gde se duz tri medusobno normalne ose
predstavljaju poluose elipsoida gasa R,, R, R, (Tomas-Fermijevi radijusi)
ili u faznom prostoru gde se osama predstavlja moment impulsa ¢estica duz
date ose, a amplitude momenta impulsa K,, K, K. predstavljaju poluose
Fermijeve sfere (FS) u faznom prostoru. U sluc¢aju neinteragujuéeg gasa FS
je sfera. Cilj ovog rada je bio da se ispita kako dipol-dipol interakcije (DDI)
izmedu fermiona uticu na oblik FS, kao i da se ispita stanje gasa u globalnoj
ravnoteZi i dinamika sistema usled perturbacija ili nagle promene magnet-
nog polja u kome se sistem nalazi.

Posmatran je gas atoma erbijuma zarobljen u optomagnetnoj zamci —
tri lasera usmerena duz medusobno normalnih pravca. Potencijal harmo-
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2 p2
L, gde je M masa zarobljenog gasa, a

nijske zamke jednak je V(r,) =

o, kruzna frekvencija lasera duZ i-te ose. Sistem se nalazi u magnetnom
polju usmerenom duZ jedne od osa duZ koje se dipoli orijentisu, a u cilju
smanjenja energije sistema Fermijeva sfera se izduZuje duZ tog pravca. Me-
dusobni potencijal dva dipola data je izrazom (Lima 2010):

V. (r)= Cu (1 30052 9),

4n|r|’

gde je r vektor relativnog poloZaja jednog dipola u odnosu na drugi, 3 ugao
izmedu vektora r i ose polarizacije dipola i Cyq jacina dipolne interakcije
2
koja zavisi od prirode interakcije. Za elektricne DDI definise se Cy, :d—,
8(J
gde je d elektricni dipolni moment, a g, elektricna permeabilnost vakuuma,
dok za magnetne interakcije Cj =p,m”, gde je m magnetni dipolni mo-
ment, a 1y magnetna permeabilnost vakuuma. Magnetni dipolni moment se
izrazava u jedinicama Borov magneton (ug = = 9.27401 x 10 JT ") i za
erbijum uzima vrednost 7 pg. Elektri¢ni dipolni momenat izrazZava se u
jedinicama Debaja: D = 3.33564 x 107°° cm. Teorijska istraZivanja su
pokazala da deformacija Fermijeve sfere zavisi od jacine dipolne
interakcije i od Fermijeve energije Er = (6N)'” i, gde je N broj atoma u
sistemu, a Ez(oquvmz)l/’%. Da bi se efikasnije opisale medusobne
interakcije, uvodi se nova veli¢ina e,, — relativna ja¢ina interakcije i
definise se na sledeci nacin (Velji¢ et al. 2016):

C B, (1)
dn\ n®

€ =

Kvanti sistemi viSe tela mogu se opisati Vignerovom funkcijom (eng.
Wigner function) f(r, k, #) koja je ekvivalent kvantno-mehanickoj talasnoj
funkciji. Posmatrana je poluklasi¢na Vignerova funkcija i pretpostavljeno
je da Fermi gas zadovoljava:

f'(r,k) = @[1 Z —Z}KZJ

/RZ

gde R;, odnosno Kj, predstavljaju poluose oblaka gasa u realnom prostoru,
odnosno Fermijeve povrsi u j-tom pravcu u faznom prostoru (Wichtler ez
al. 2013). O(x) predstavlja step funkciju ¢ija je vrednost nula ukoliko je ar-
gument negativan, odnosno jedan ukoliko je argument pozitivan. Funkcija
naglo opada na nulu van zatvorene povrsi u Sestodimenzionom faznom
prostoru. Normalizacijom Vignerove funkcije po celom faznom prostoru
dobija se:

N=jd~‘r K°R’, )

1
48

gde su K =(K,K,K)"" i R =(R, Rsz)l/3 geometrijske sredine poluosa
duZ x, y i z osa u faznom i realnom prostoru.
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Staticki slucaj

Cilj je nadi radijuse gasa u realnom prostoru i Fermijeve povrsi u
faznom prostoru duz osa lasera. Ukupna energija Fermi gasa jednaka je
zbiru kineticke energije, potencijalne energije usled zamke, direktne
Hartrijeve energije i izmenske Fokove energije data je formulom (Velji¢ et
al. 2016):

n’K; 48N> R,
E, =Y LN Ry Cof L+

g g i 8R* RR
48chKK
8R* K. K.

10

gdejec, = , af(x, y) anizotropna funkcija definisana u litera-

3¢ 5.

turi (Wichtler 2011). Hartrijev ¢lan pravi distorziju gasa u realnom prosto-
ru, a Fokov ¢lan deformiSe FS u faznom prostoru. Takode, Fokova energija
je posledica i DDI i Paulijevog principa isklju¢enja. Metodom LagranZevih
mnoZitelja potrebno je minimizovati datu energiju. Za LagranZijan uzeta je
funkcija E\, — uN, a diferenciranjem po nepoznatima R; i K; dobijamo
sistem od Sest jednacina. Eliminacijom konstante p dobijene su sledece

jednacine
hKZ 1Zth 48Nc, K f K. K.|_,
R? "k, k)

O’

'K lKCE,

n*K? n°K; 48Ne,| K. (K. K. | K. (K, K
,Z - 0’7 fl(N,"J+“f2[“’“]:|:O’
y y

‘oM RO|K KK ) KKK,

X

nK? Z WK;  48Ne, Kzf [K K]

WK} 48Nc,| (K, K,
,z/ f 7’? _

R® K, \
R R 3
_f{f;x’Ry +ﬁf(§ yﬂz‘* 3
wr:-ly TR _48Ne, (K. K.}
Vo3& oM RP K, 'K,
AR R R L (RR “)
RR.) R.7\RR )|

ZBORNIK RADOVA 2017

FIZIKA « 79



R’ KK,

R,\ R, (R, R, R &)
—fER RJ Ty i)

gde su f, (x, y) if, (x,y) parcijalni izvodi anizotropne funkcije po prvoj, od-
nosno drugoj promenljivoj. Od Sest dobijenih jednacina, samo pet su li-
nearno nezavisne — tre¢a se moze dobiti sabiranjem prve dve. Koriste¢i
simetri¢nost anizotropne funkcije, odnosno osobinu da je f(x,y) =f(y, x),
od prvih tri jednacina dobijamo dve linearno nezavisne:

K, =K, ©)

WK’ 48Nc0[f[1(z sz_

K
(2K} +K: )fs(zJ
o g J144MNe, | K,

°7 n*R’ 2(K2+K?2)

(7

Jednacina (6) ukazuje da sistem poseduje cilindri¢nu simetriju u faz-
nom prostoru. Jednacine (3)—(7) i (2) ¢ine zatvoren sistem od Sest jednacina
sa Sest nepoznatih. Da bi se problem reSio numericki, neophodno je srediti
jednacine. U slucaju neiteragujuceg Fermi gasa, direktna Hartrijeva ene-
rgija i izmenska Fokova energija se anuliraju, time omogucéavajuéi da se
problem resi analiticki. Analiticka reSenja za neiteragujuci gas su:

R.«)) — EF K~(O) — 2MEF (8)
l mo, n

gde je Er = (6N)”ho energija neiteragujeéeg gasa — Fermi energija. Re-
Senja sistema L (3)— (7 1i©) predstavl_]ena su preko reSenja za neiteragujuci
gasito K, K K, O R, =R, R(O), pri cemu K 1R predstavljaju bezdimen-

ziona reSenja. Uvodenjem ove smene, i koriS¢enjem identiteta (1), (2) i (8),
dobija se zatvoren sistem od pet nepoznatih koji se dalje numericki reSava:

KK RRR_ =1,
= = (K
QK +K) /| =
~ 1 K.
K -K =3ceyy =—=—|1- ~—=
R.R R, 2AK2+K?2)
K Ro Ro.
—(ZK +K2)- cdedd~~1~ L= |-f mel,%*'
R RyR_ K, Ro, Ro,

Iixwz /‘2 lixcoz ’f}'mz :0’
R o, Ro, Ro,
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ﬁ R ®
7(2K +K2)—c ey = Z, +
R, yR . R.o
E HON E o, R HON
— fo| = = =0,
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~, = K R o,
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3 R RyR. K, R o, o,
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2 zf'l e z’N., _Ny j{z — _’NY =0’
R o, Ro Ro R.o, Ro Ro,
38/3
gde je ¢, :W Za numericko reSavanje jednacina koriSéen je

programski jezik Wolfram Mathematica. Dobijeni su grafici zavisnosti
oblika FS od broja Cestica, kao i od kruZzne frekvencije lasera duz svake ose
(slika 1). Procenat izduZenja Fermijeve sfere racuna se kao A=(1-K, / K,)i
izrazava u procentima. Takode, odreden je ekcentriciteta FS izraZen kao

Procenat itduzenja duz z-ose

Procenat itduzenja duz z-ose

2 1 1 1 1 1 1 1 1

4
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
b Frekvencija lasera [Hz]
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Slika 1. Zavisnost izduzenja Fermijeve
sfere u funkciji:

a — ukupnog broja fermiona pri (o,, ®,,
®,) = (500, 600, 700) Hz; '
b—o, za N=50000i® =w =100
Hz; o, za N=500001 o, =500,

.= 700 Hz; », za N = 50000 i

o =600 Hz, ®,= 700 Hz.

Figure 1. Deformation of the Fermi
sphere as a function of:

a — number of particles in the system
where

(o, ®,, ®)= (500, 600, 700) Hz;
b— o, where N =50000 and o, =
o= ~100 Hz; o, where N = 50000 and
o =500, o= 700 Hz;

o, where N = 50000 and o, = 600 Hz,
®, =700 Hz.
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Slika 2. Odnos odgovarajucih
poluprec¢nika od broja Cestica N pri
cemu:

o, =500 Hz, o, =600 Hz i

®, =700 Hz.

Figure 2. Aspect ratio as a function
of the number of particles in the
system N where: @, = 500 Hz,

o, = 600 Hz and o, = 700 Hz.

Slika 3. Zavisnost A = (1-K /K )
od broja Cestica N za razlicite
vrednosti:

a - U)Z/OJX = H

zaw=500Hzio, =o,
b—mzam =500 Hz,

o, =600 Hz.

Figure 3. Deformation of the
Fermi sphere A= (1-K,/K_)as a
function of the number of particles
N for different values:

a-o./o =u

where o =500 Hz, o, = o,

b — © where », = 500 Hz,

o, =600 Hz.

Slika 4. Zavisnost R, /R, od N u
slu¢aju sferno-simetri¢ne zamke:
o, = o, =o, =500 Hz za gas
erbijuma (Er) i atome gasa KRb.

Figure 4. Aspect ratio
R./R, as a function of number of
particles N in the case of a
spherically symmetric trap:

o, =0, = o, =500 Hz for erbium

v

(E;) gas and atoms of KRb gas.
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Slika 5. Grafik zavisnosti odnosa odgovaraju¢ih polupre¢nika Fermijeve sfere od broja ¢estica N. Punim
linijama oznacena je zavisnost R, /R., a isprekidanim R, /R. od N za razlicite vrednosti parametara zamke.
Za sluCajeve kada o, = o, i isprekidane linije se poklapaju.

Figure 5. Aspect ratio of corresponding semi-axes of the Fermi sphere as function of number of particles N.
Solid lines represent the aspect ratio R, /R., whereas dashed lines represent the aspect ratio R, /R,
function of N for different values of trap parameters In the case of ®, = o, solid and dashed hnes overlap

odnos R, /R, u zavisnosti od broja Cestica u sitemu (slika 2). Na slici 1 moZze
se primetiti kako se povecavanjem frekvencije lasera duz jedne ose pove-
¢ava asimetrija zamke, pa samim tim i procenat izduZenja Fermijeve povrsi.

U slucaju sferno simetricne zamke, usled magnetnog polja duz z-ose,
javlja se izduZenje i u realnom prostoru. Kako su kod erbijuma DDI slabe,
uticaj magnetnog polja na izduZenje je zanemarljiv. Stoga su razmatrani i
parametri gasa dipolarnih molekula KRb ¢iji je elektri¢ni dipolni momenat
jednak 0.2 D, gde se jasno vidi dominantnije izduZenje duz z-ose (slika 4).

Na slici 5 uocava se da u slucaju kada o, = o, isprekidane i pune linije
se preklapaju, te sistem postaje radijalno simetri¢an.

Dinamicki slucaj

Ispitivano je Sta se deSava sa zarobljenim gasom nakon uvodenja per-
turbacija u sistem. Perturbacija se opisuje deformaciju gasa promenom
trenutnog radijusa duZ svake ose. Dobijene oscilacije opisuju se jednaci-
nama R, (t) =R,b,(1), gde je R, Tomas-Fermijev radijus u statickom sluc¢aju

duZ i-te ose, a b, (t) funkcija od vremena. Dobija se sledeci sistem diferen-
cijalnih jednacina koji se reSava numericki:
48Nc,

. hZKZ

b, +w;b, —

N bRX b,R, o b.R, DR,
Mblbb R'R R, sz’bsz b.R. b.R.

bM’R?
48NC0 f b KZ b,\’ KZ f bx KZ by Kl _ 0
“Mb2b b RRR. | \b.K bK ) bK K )|
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- 2 03 f - ’ - +fl - - ’ ’ +f2 - s - c = 0
Mb_ b, bsz R R, b,K.  bK, b.K.  bK, b.K. bK,

Resenja sistema predstavljaju funkcije od vremena b, (¢) koje odreduju
poluose Fermijevog gasa u trenutku ¢ (slika 6). Ocekivano teorijskim pre-
dikcijama, sve oscilacije za ravnoteZni polozZaj uzimaju vrednost jedan,
predstavljajuéi nedeformisanu Fermijev elipsoid.

Posmatrani oscilatorni sistem moZe se opisati normalnim modama os-
cilacija, a svaki dimamicki proces moze se predstaviti kao njihova linearna
kombinacija. Ispostavlja se da Fermijev gas u ovoj konfiguraciji ima tri
normalne mode, odnosno tri osnovne, medusobno nezavisne frekvencije

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]

Slika 6. Funkcije koje vremenski opisuju oscilacije gasa duz x, y i z ose redom.

Figure 6. Functions which determine oscillations among x, y and z axis over time.
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3.4 T T T T T Slika 7. Grafik zavisnosti

normalne mode u jedinici o, od
a2 b i relativne jacine interakcije e, za
gas erbijumovih atoma, pri cemu
je N=150000, a frekvence zamke
3r 1 o, ,=500Hz o, =600Hzi
®, =700 Hz.
28 4
\’5 Figure 7. Normal mode in units of
g L6l | o, as a function of relative
’ interaction strength for erbium gas,
where N = 50000 and ®_= 500 Hz,
24r 1 ®,=600Hzand o, =700 Hz.
22 | :
2 . .
0 05 1 15 2 2.5 3

oscilovanja — o, , ®, i ®,. Ukoliko je magnetno polje iskljuceno, oscilacije
sa odgovaraju¢im frekvencijama deSavaju se duZ x, y i z pravca. U slucaju
neiteragujuceg gasa, ¢lanovi koji sadrze e,; u dinamic¢kim jednacinama
anuliraju se, pa se frekvencije normalnih moda mogu izvesti analiticki.
Uzimajuéi u obzir da su u pitanju male oscilacije, primenom Tejlorovog
razvoja, za reSenja se dobijaju vrednosti o, =20,, ®, =20, 0, =20_. U
slucaju interagujuceg gasa, pravci oscilacija sa frekvencijama normalnih
moda minimalno variraju u odnosu na x, y i z pravce. Dobijen je grafik za-
visnosti @, /o, od relativne jaCine interakcije e, (slika 7). Kako je za ne-
iteragujuci gas odnos normalne mode i frekvencije oscilacija duz z ose
jednak dva, funkcija zavinosti konvergira vrednosti dva pri vrednostima re-
lativne jacine interakcije blizu nule.

Zakljucak

U ovom radu ispitivano je kako deformacije oblaka gasa kao i Fer-
mijeve povrsi, nastale usled DDI, zavise od parametara harmonijskog
potencijala u kome je gas zarobljen. Dobijeno je da se povecavanjem
frekvencije lasera duZ jedne ose, tj. stepena asimetrije zamke povecava i
stepen deforomacije Fermijeve povrsi. Dobijeni analiti¢ki i numericki
rezultati relevantni su za bolje razumevanje uticaja elektri¢nih i magnetnih
interakcija u viSecesni¢nim sistemima. Defomacije Fermijeve povrsi u
slucaju erbijumovog Fermi gasa su veli¢ine 2-3% u odnosu na neinte-
ragujudi gas $to je i eksperimentalno potvrdeno. U ovom radu dobijeni su
parametri zamke pri kojima je deformacija Fermijeve povrsi najveca pa bi
rezultati mogli doprineti dizajniranju buducih eksperimenata u cilju lakseg
uocavanja deformacija, ali i analizi njihovih rezultata.
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Anastasija Ili¢ and Jelena Risti¢

Influence of Dipol-Dipol Interaction on Fermi Surface

In this paper we discuss the influence of dipole-dipole interaction
(DDI) on the equilibrium and dynamics properties of the fermionic erbium
gas trapped into the magneto-optical trap, and therefore cooled down to the
temperatures of nanokelvins. At such low temperatures, quantum effects
are present and the system is described using Fermi-Dirac statistics.

We observe the system in real space, where we look for Tomas-Fermi
radii, and in momentum space, where semi-axes of the Fermi surface (FS)
are determined. In the case of non-interacting gas, the FS is a sphere which
deforms into an ellipsoid after DDI is considered. Dependence of the FS, as
well as the shape of gas cloud in the real space on different variational pa-
rameters are studied.

Total energy is obtained using the Wigner function, which is equiva-
lent to the quantum wave function. Using the method of Lagrange multipli-
ers, we minimize the total energy while sustaining the total number of
particles in the system. We analytically obtain a closed set of equations,
which is further solved numerically. The solutions of the set represent both
the shape of gas in real space and the shape of the FS.

We analyze the deformation of the FS as a function of trap frequencies
and the number of particles in the system (Figures 1 and 3). Further, we find
how these parameters influence the shape of the gas cloud in the real space
(Figure 2). Additionally, oscillations due to perturbation of the system are
studied (Figure 6). We calculate normal modes and analyze their depend-
ence on relative interaction strength (Figure 7).

With increasing trap frequency along one axis, we increase trap asym-
metry, as well as the degree of the deformation of the FS. In the case of the
spherically symmetrical trap, where a magnetic field is directed along the z
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axis, deformation is observable in the real space. Since DDI of erbium at-
oms are weak, influence of the magnetic field on the gas is weak as well.
That is why we study KRb gas where deformation along the z axis is highly
noticeable (Figure 4).

Analytical and numerical results obtained in this paper contribute to
the better understanding of the nature of DDI. We find that the deformation
of the FS is 2-3%, which is experimentally confirmed. Since we calculate
for which values of the trap frequencies the deformation is most visible, this
results could contribute to a more efficient potential experimental set, as
well as to analyzing its results.
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