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Graf pebling

Graf pebling je matematicka igra sa kuglicama na grafu, koja ujedno
predstavlja model transporta resursa. Posmatrajmo neusmereni povezani
graf G u cijim se ¢vorovima nalazi odreden broj kuglica. Pebling potez se
sastoji od uklanjanja dve kuglice sa nekog cvora (na kome su se pre toga
nalazile bar dve kuglice) i dodavanje jedne kuglice nekom njegovom
susedu. Pebling broj grafa G, u oznaci 1(G), najmanji je prirodan broj za
koji vazi da ma kako rasporedili 1(G) kuglica u ¢vorove grafa G i ma koji
¢&vor izabrali na pocetku, posle konacno mnogo poteza je moguce postici da
se u izabranom c¢voru nalazi bar jedna kuglica. U ovom radu odredeni su
pebling brojevi nekih klasa grafova nastalih dodavanjem ¢vorova i puteva
na kompletne grafove i cikluse. Takode, uvedeno je novo uopstenje graf
peblinga, u kome se, po ceni jedne kuglice, na susedan cvor moze prebaciti
najvise njih p za neko p € Ni predstavljeno je nekoliko rezultata u vezi sa
ovim uopstenjem.

Uvod

Na pocetku rada definisani su osnovni pojmovi iz teorije grafova i
predstavljen je problem graf peblinga, kao i pozadina u kojoj je nastao. U
nastavku, data su naSa tvrdenja nastala u razmatranju ovog problema na
nekim uopStenjima kompletnog i ciklicnog grafa. U poslednjem poglavlju
postavili smo novo uopstenje problema graf peblinga i dali odredena tvr-
denja u vezi sa njim.

Osnovni pojmovi

Graf G je uredeni par (V, E) gde V predstavlja skup ¢vorova, a E — skup
grana grafa kojima su neki ¢vorovi grafa povezani. Sa n oznacava¢emo
ukupan broj ¢vorova grafa koji posmatramo (n = |V(G)|). Spomenimo sada
neke klase grafova koji su kori§¢eni u daljem radu. Put od ¢vora v, do v, u
oznaci P, predstavlja niz ¢vorova: v, v,, ..., v, , gde su grane (v;, v,,,),i €
e {1,2,...,n-1} (slika 1). Kompletan graf, u oznaci K,,, graf je u kome su
svi ¢vorovi medusobno povezani granama. Cikl C, se sastoji od niza
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¢vorova koji pocinju i zavrSavaju se u istom ¢voru, a da su pritom svaka dva
susedna ¢vora povezana granom. Zvezda S, je graf koji ima jedan ¢vor koji
je povezan sa svim ostalim i pored tih grana nema drugih.

Broj susednih ¢vorova ¢voru v zove se stepen ¢vora i oznacava sa
deg(v) (skraceno od engleske reci degree).

Rastojanje od ¢vora u do ¢vora v, u oznaci d(u, v) predstavlja duzinu
najkraceg puta izmedu ¢vorova u i v.

Dijametar grafa G, u oznaci diam(G), predstavlja najvece rastojanje
izmedu ¢vorova grafa G.

Cvor koji ima samo jednog suseda nazivamo listom.

Dekartov prizvod grafova G x H grafova G i H predstavlja graf takav
da vazi: skup ¢vorova G x H je Dekartov proizvod V(G)x V(H) i pritom su
bilo koja dva ¢vora (u, uy) i (v, v;) susedna u G x H akko vazi: u =viu je
susedan ¢vor vy u H, ili u; = v; i u je susedan ¢vor v u G.

Graf pebling

Graf pebling je matematicka igra na grafu sa odredenim brojem
kuglica na svojim ¢vorovima. Izmislili su je 1989. Lagarijas i Saks da bi
posluzila kao orude za reSavanje odredenog problema iz teorije brojeva, a
iste godine je Cung uvela definiciju pebling broja i objavila pionirske
radove na ovu temu. Takode, bitni rezultati na ovu temu objavljeni su od
strane Crull er al. (2005), Hurlbert (1999), Hurlbert (2014) i Pachter et al.
(1994).

Pebling potez (slika 2) definiSemo kao uklanjanje dve kuglice sa ¢vora
u € V(G) i prebacivanje jedne kuglice na susedni ¢vor v € V(G). KaZemo da
je ¢vor dostizan ukoliko se nakon odredenog niza pebling poteza na njemu
moze nalaziti bar jedna kuglica. Pebling potez se ne mozZe ostvariti u slucaju
da na nekom ¢voru imamo jednu (ili nijednu) kuglicu, jer neCemo imati
dovoljan broj kuglica da prebacimo na sledeci ¢vor. Pebling raspored
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predstavlja raspored kuglica na ¢vorove grafa i za njega kaZzemo da je reSiv
ukoliko je bilo koji odabrani ¢vor (ciljni ¢vor) dostiZan.

Graf pebling predstavlja transportni model i mreZnu optimizaciju za
transport resursa. Struja, toplota i drugi izvori energije mogu delom nestati
prilikom transporta sa jedne lokacije na drugu, tankeri mogu koristiti naftu
da bi prevezli naftu sa jednog mesta na drugo. Kuglice posmatramo kao
resurse; pri pebling potezu (pri transportu resursa) gubi se jedna kuglica
(deo resursa), a kuglica koju prebacimo je resurs koji smo prebacili sa
jednog mesta na drugo.

Pebling broj n(G) predstavlja najmanji broj takav da ée se za bilo koju
postavku (G) kuglica na ¢vorove grafa G i biranjem bilo kog ¢vora za ciljni
¢vor nakon odredenog broja pebling poteza u ciljnom ¢voru naéi bar jedna
kuglica. Na primer, za graf sa dva ¢vora i jednom granom pebling broj je
dva, jer ma kakva postavka bila uvek ¢emo moci da dospemo u bilo koji
ciljni ¢vor.

Pokrivajuci pebling broj y(G) je najmanji broj kuglica takav da se iz
bilo koje postavke kuglica na pocetku nakon niza pebling poteza na svakom
¢voru grafa moZe nadi barem jedna kuglica. Na primer, za graf sa dva ¢vora
ijednom granom, kaver pebling broj je tri, jer ma kakva postavka bila uvek
¢e moci da na svakom ¢voru bude bar jedna kuglica.

Posmatrajmo kompletan graf. Lako je zakljuciti da je njegov pebling
broj jednak broju ¢vorova, tj. (K, ) =n, gde je n broj ¢vorova. Jasno je da,
ako pretpostavimo da je pebling broj kompletnog grafa jednak n—1,
moZemo postaviti kuglice na sve ¢vorove grafa sem jednog, tako da jedan
¢vor ostaje nedostiZan, stoga n—1 nije pebling broj kompletnog grafa.
Dakle, pebling broj je veci od n—1. Pretpostavimo da je pebling broj
kompletnog grafa jednak n. Ukoliko postavimo po jednu kuglicu u svaki
¢vor grafa, onda je slucaj reSen. Ukoliko se na jednom ili viSe ¢vorova grafa
ne nalazi nijedna kuglica, po Dirihleovom principu na nekom od ostalih
¢vorova Ce se naci bar dve kuglice, a po definiciji pebling poteza, jasno uo-
¢avamo da moZemo sti¢i u bilo koji ¢vor grafa, tj. svaki ¢vor grafa je do-
stizan (pa i ciljni ¢vor), odakle sledi da je pebling broj kompletnog grafa
jednak upravo n.

Poznate su neke donje i gornje granice za pebling broj odredenog
grafa. Osnovna donja granica je da pebling broj mora biti ve¢i ili jednak
broju ¢vorova, tj. ®(G) > n, gde n predstavlja broj ¢vorova grafa. U suprot-
nom, mozemo postaviti kuglice na sve ¢vorove sem jednog i u tom slucaju
nikada ne moZemo prebaciti jednu kuglicu na ¢vor na kome nema kuglica.
Takode, ©(G) > 2", U suprotnom, postaviéemo sve kuglice na rastoja-
nju diam(G) od ciljnog ¢vora, te ¢e ciljni ¢vor ostati nedostiZan.

Gornja granica pebling broja n(G) je ®(G) <(n-D)(2™" @ -1)+1. U

slucaju kada je na &vorove grafa postavljeno (n—1)(24“"”

—1) +1 kuglica,
po Dirihleovom principu na jednom ¢voru se mora naéi 2*“"“ kuglica i
tada moZemo prebaciti bar jednu kuglicu na bilo koji ¢vor ili ¢e se na

svakom ¢voru nalaziti po jedna kuglica.
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Grafovi u kojima je pebling broj jednak broju ¢vorova se nazivaju
0-klasa grafova.

Za veliki broj klasa grafova ve¢ je odreden pebling broj. U ovom radu
koristimo vrednosti pebling brojeva za kompletan graf, put, kao i ciklus sa
parnim brojem ¢vorova. Za kompletan graf je to broj ¢vorova kao $to smo
ve¢ napisali — m(K,) =n, za put sa n ¢vorova pebling broj je jednak
m(P,)=2"", a za ciklus sa 2k &vorova pebling broj je jednak n(C,,) =2".
Kako je pebling broj puta jednak n(P,) =2""', da bismo sa ¢vora u na neki
&vor v prebacili jednu kuglicu na &voru u je potrebno da se nalazi 2““" (ili
viSe) kuglica. Pomenuéemo i Grejemovu hipotezu koja glasi: pebling broj
Dekartovog proizvoda dva grafa manji je ili jednak pebling broju proizvoda
ta dva grafa, tj. (G, xG,) <G, )G, ).

Opsta napomena. Sa p(u) oznacavacemo broj kuglica koje se nalaze
na ¢voru u.

Pebling brojevi uopstenja ciklusa 1
kompletnog grafa

U ovom poglavlju odredeni su pebling brojevi za odredene klase gra-
fova koje predstavljaju uopstenja ciklusa i kompletnog grafa.

Napomena. Sa O oznacavademo centar zvezde, a listove koji su
povezani sanjimsaaq,,a,,...d, .

Sledeca lema predstavlja jedno od osnovnih sredstava koja se koriste u
dokazima iz ovog poglavlja.

Lema 1. Ako je u ¢vorovima zvezde S, , n > 2 postavljeno ne manje od

2k +n—2kuglica, k € N, tada uvek postoji niz poteza kojim se barem k kug-
lica moZe smestiti u centar zvezde.

Dokaz. U slucaju kada se na O ne nalazi nijedna kuglica, kada je
pla;) =1,ie{2,3,...,n-1},a p(a,) =2k —1, tada se na centar zvezde moze
premestiti najviSe k —1 kuglica, te broj kuglica na zvezdi S, mora biti veci
od 2k +n—3 da bi se u centar uvek moglo smestiti k£ kuglica. Neka se sada
na ¢vorovima grafa nalazi 2k +n—2 kuglica i pretpostavimo da se u ¢voru
O ne moze naci k kuglica. Oznac¢imo redom sa p(0), p(a,), p(a,), -
pla, ,) broj kuglica na ¢vorovima O, a,, a, ..., a, ,. Tada bi moralo da

vazi:
ol o[22

Razmotrimo dva slucaja.
Ako je p(O) > 0, tada imamo da je leva strana nejednakosti veca ili

-1 —
jednaka od PO) + p(20) + pa) +..+ p(a”; ) i nakon koriséenja &i-
njenice da je p(O) + p(a,) + p(a,)+...+p(a,_ ) =2k +n—2, dobijamo da je

pO)  2k-1

leva strana nejednakosti veéa ili jednaka od ——+—— > k.
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Ako je p(0) = 0, tada zbog parnosti u jednakosti p(a,)+ p(a,)+...
+p(a, ) =2k+n-2vazidaje barem jedan p(qa,),i €{1,2, ..., n—1} paran,

-1 -1
te je leva strana jednakosti veca ili jednaka od pa) + p(a22) +
a1 =k.
2 2

U oba slucaja dobijena je kontradikcija sa pretpostavkom, te se na
¢voru O moZe nadi barem k kuglica. l

Napomena. Ekvivalent prethodne leme, koji ¢emo takode koristiti u
dokazima narednih tvrdenja glasi: Ako se na ¢vorovima zvezde S, nalazi d
kuglica (d > n), tada se za svaki raspored tih kuglica nakon kona¢nog niza

pebling poteza u centru zvezde moze naci LCZ_Z”J kuglica.

Lema 2. Ako se u centar zvezde ne moZe smestiti £ kuglica nakon
odredenog broja poteza, tada se u centar zvezde ne moZe smestiti k kuglica
ni u slucaju kada se na svaki ¢vor a;, i €{l, 2,..., n—1} na kome se nalazi
paran broj kuglica, doda jo$ jedna kuglica.

Dokaz ovoga ocigledno sledi iz same definicije pebling poteza.

Uopstenja kompletnog grafa

Graf K. 1. 1o, ... indefini§imo kao graf u ¢ijoj osnovi se nalazi kompletan
graf sa n ¢vorova, koje ¢emo oznaciti brojevima iz skupa {1, 2, ..., n} i
pritom je svaki ¢vor i povezan sa joS [; listova,i € {1, 2, ..., n}. Jedan primer
ove klase grafova dat je na slici 3.

Napomena. Listove povezane sa ¢vorom a; oznacava¢emo sa a,, ,
Qigs oos Uy -
Teorema 1. Za prirodne brojeve n 2311, ,1,,...,[, 21 vaZi

T(Kn;ll Ay ol ) = Z li +2n+2

i=1

Dokaz. Posmatrajmo sledeéi raspored kuglica: neka se na listovima
a. ,ie€{2,3, ..., n-1} nalaze po tri kuglice, na listu a,., sedam kuglica, na
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listu @,., nijedna kuglica, a na preostalim listovima (ukoliko ih ima) po
jedna kuglica. Tada ¢vor a, , nece biti dostizan, odakle sledi:

n:l
Tr(Kn;l, AN ) > Z li +2n+1.
i=l1

Ograni¢imo sada (K, , ) sa gornje strane. Pretpostavimo da je

na taj graf postavljeno Z I, +2n+2 kuglica.
i=1
Bez umanjenja opStosti neka je ciljni ¢vor list a,,, . Ako je
1
A, = z p(a,.;)+ p(a,), podelimo ovo razmatranje na tri dela:
i=l1
(1)A, >1, +1:iz leme 1, primenjene na zvezdu sa centrom u a,, Ciji su
listovia,,,...,a,, ,na ¢voru a, nakon odredenog niza poteza moraju se
nalaziti barem dve kuglice, te ¢e odatle jedna kuglica mo¢i da se prebaci na
cvora,, .
(2)A, =1, +1iliA, =1, : prema lemi 1 (primenjene na istu zvezdu kao
i malopre) na ¢voru a, nakon odredenog niza poteza mora se nalaziti barem
jedna kuglica, te je potrebno sa ostatka grafa prebaciti jednu kuglicu na ¢vor
a, da bi sledila tacnost. Pokazimo sada zasto ¢e to morati da vazi. Neka je

1
A, =Y pla,)+pla;)zajefl,2, ...,n—1}. Tada vazi:

i=1

A +A,+. HA, 2]+ L+ ] +2n+]

n-1 =

Prema Dirihleovom principu i lemi 1, na nekom od ¢vorova a,,i € {1,
2, ..., n—1} mogu se dobiti dve kuglice, jer ¢e za neki A, vaZitiA, >[, +3 (a
ta zvezda ima [, +1 ¢vor), odakle sledi ta¢nost tvrdenja u ovom slucaju.
(3)A, <[, —I: tada vazi:

A +A,+ HA, | 2L+ L+ 4 +2043

n-1 =

U ovom slucaju ¢vor a, moZe biti bez kuglica na sebi. PokaZimo sada
da ¢e postojati neki indeks x tako da je A, > +7 ili ¢e postojati neka dva
indeksa y, z tako daje A, >/ +31A_ =1 +3, odakle bi sledila tacnost
tvrdenja i u ovom slucaju. Pretpostavimo da nijedna od te dve opcije nije
moguca. Neka zasveie{l,2,...,n-1} vaZidaje A, <[, ,. Tada je:

ni:A,. < fzi +2(n-1)
i=1 1

i+2

Sto je u kontradikciji sa prethodnom nejednakosti, te postoji neki indeks x
tako da je A, >/ +3. Ako je x jedini indeks za koji to vaZi, na isti nacin
dobija se da mora vaziti A, >/ +7. Medutim, ako postoji jo§ neki indeks y
takoda A >/ +3, odatle ponovo sledi tatnost tvrdenja.

Prethodna razmatranja takode pokrivaju i slucaj kada je ciljni &vor
neki unutras$nji ¢vor, jer su se u sva tri slucaja preko ¢vora a, vrsila preba-
civanja kuglica. ®

Sli¢no prethodnom, posmatrali smo jo$ jedno uopstenje kompletnog
grafa. Graf KP,,, defini§imo kao graf u ¢ijoj osnovi se nalazi kompletan graf
sa k ¢vorova i pritom je jedan njegov ¢vor spojen sa putem sa [ ¢vorova. U
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literaturi je ova klasa grafova poznata pod nazivom tadpole (punoglavac)
graf. Na slici 4, nalazi se primer ovakvog grafa.
Teorema 2. Za prirodne brojeve k >3 11 >1 vazi:

oKP,)=2"" +k-2

Dokaz. Oznacimo sa a, ¢vor kompletnog grafa koji je (direktno) po-
vezan sa putem, njegov susedni ¢vor sa puta sa b, , a ¢vor sa puta koji je na
najveéem rastojanju od a, neka je b,. Cvorove izmedu b, i b, ozna¢imo
redom. U rasporedu u kojem se na ¢voru b, nalazi 2'"" —1kuglica, a na
¢vorovima kompletnog grafa a,,as,...,a, , po jedna kuglica, ¢vor a,
ostace nedostiZan (jer je, kao S$to je re¢eno u uvodu, pebling broj puta
™P,)=2""), teje W(KP,,)>2"" +k-3.

Pokazimo da je n(KP,.,) <2'"' + k—2. Nekaje 2""' +k —2kuglica ras-

k 1

poredeno na ¢vorove ovog grafa. Neka je K = Z pla,)iP= Z p(b,) . Pos-

i=1 i=1
matrajmo sledece netrivijalne slucajeve:
(1) Ciljni ¢vor se nalazi na kompletnom grafu:
K <k—-2: U ovom slucaju na putu se nalazi viSe ili jednako od 2" =
=mn(P,,,) kuglicd, te je ciljni ¢vor dostiZan.
K =k —1: U netrivijalnom slucaju, potrebno je da sa puta na ¢vor a; do-

spe jedna kuglica da bi ovo tvrdenje vazilo, §to i jeste tacno, jerje P =2""" —

-1>2" =n(P, ).
(2) Ciljni ¢vor se nalazi na putu: Ovaj problem se svodi na pitanje da li

vazi: VH;”J +P>2'. Prema lemi 1, ako &vorove i (odredene) grane

kompletnog grafa posmatramo kao zvezdu sa centrom u ¢voru q,,

V{_I;MJ predstavlja broj kuglica koje se sa ¢vorova kompletnog grafa

mogu prebaciti na &vor q, . Kako vazi da je K+ P =2""" + k-2, vazi:

I+1
LK—k+2J+P: 2t _p p
2 2

Ako je P deljivo sa 2, tada sledi:

I+1 I+1
2 Pl p2 P p Py
2 2 2
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Ako P nije deljivo sa 2, vazi:

I+1 I+1
2 Pl p2 P Ly +1(P—1)22’
2 2 2 2

U oba slucaja je pokazana nejednakost, odakle konacno sledi tac¢nost
ovog tvrdenja. ll

Uopstenja ciklusa

Analogno posmatranim uops$tenjima kompletnog grafa, definisaéemo
dva unicikli¢na uopstenja ciklusa sa parnim brojem ¢vorova i, pored ta dva,
posmatra¢emo jos jedno uopstenje koje nije unicikli¢no.

Prvo posmatrano uopStenje ciklusa, u oznaci C,,,, , -, predstavlja
klasu grafova u ¢ijoj se osnovi nalazi ciklus duZine 2k, a pritom su njegovi
¢vorovi povezani jos sa odredenim brojem listova, i to tako Sto je prvi ¢vor
povezan sa jos [, listova, drugi sa /, i tako redom. Drugo uopstenje, poznato
kao lolipop graf, u oznaci CP,, ,, predstavlja klasu u ¢ijoj je osnovi, kao i
malopre, ciklus, a jedan od njegovih ¢vorova je povezan sa putem sa [ ¢vo-
rova. Poslednje uopstenje koje smo posmatrali naziva se prizma grafovima
(na nekim mestima i cikli¢nim merdevinama); predstavlja Dekartov pro-
izvod grafova C,, i P,, ima 4k ¢vorova i oznacava sa CL,, . Drugim recima,
graf CL,, sacinjen je od dva ciklusa duZina 2k tako $to je, ako su oznaca-
vani sa xa,a,...a, ,vb, ,...b,bx, odnosno yc,c,...c, ,ud, ,...d,d,y,
¢vorovia,,ic,, b, id;, zatimx1y, kaoiviu, medusobno povezani zai {1,
2, ...k-1}. Ciklus xa,a,...a, ,vb, ,...b,b x nazovimo unutrasnjim ciklu-
som, a yc, ¢, ...c, ,ud, , ...d,d,yspoljasnjim ciklusom. Primeri odgovara-
judih klasa prikazani su redom na slici 5.

Shka 5. Cl();2,3‘2,1,2.4,l‘3,2‘3 ’
(an3ﬁcu%0

CRy 5, CLy

Teorema 3. Za prirodne brojeve k 221/,,1,,...,1,, >1vazi:
2k ko2
Tr(czk;l, Ly oy ) :Z l;+2 -2
i=l1

Dokaz. Neka je ciklus u osnovi oznacen sa xa, a, ...a, ,vb, ,...b, b, x.
Neka je v ¢vor na koji je zakacen ciljni list v, .

Neka je x povezan sa [, listova, a, sal, listova i tako redom. Neka se
na svim listovima nalazi po jedna kuglica izuzev na listu v,, koji je prazan.
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Pretpostavimo da na raspolaganju imamo zlz:kl I, +2"* -3 kuglica. Ako

ostale kuglice smestimo na list /, (dodamo na ,,gomilu” sa onom jednom
koja je vec tu), tada e list v, ostati nedostizan jer ce p(x ) biti jednak
247 —1 <27 Odatle je jasno da m(C,,, , ) >0 1 +257 -

Pretpostavimo sada da na raspolaganju imamo Z;=1 I, +2""* —2kuglica. U

slucaju da je neki list, koji nije v,, prazan — na osnovu leme 2 (primenjene
na zvezde sa centrom u ¢voru sa ciklusa i odgovarajuc¢im listovima), na
njega uvek moZemo dodati jednu kuglicu i time ne¢emo uticati na dosti-
zanje ¢vora v, , te neka se na svim listovima nalazi po jedna kuglica izuzev

na listu v, . Preostaje jo§ 2°** —1 kuglica. Neka je A =Z;lp(a,~), aB=
= Z:l p(b,). Naputa,,a,,...,a, , moze do¢i jos kuglica sa listova pove-

zanih sa ¢vorovima tog puta. Neka na taj naCin na put a,, a,,...,a, , moze
dodi tacno d,,d, =0 kuglica. Na sli¢an nacin, neka na put b,,b,,....b, |
moZze doci jo§ tacno d,,d, =0 kuglica. Da bi to bilo moguce, moralo bi
zbog leme 1 (primenjene na sve ¢vorove a, i odgovarajuce listove i potom
sumirajuci) da na listovima spojenim sa tim putevima bude joS najvise 2d, ,
odnosno 2d, kuglica. Tada se na ¢voru x i njegovim listovima nalazi jo§
2"? _1-A-B-2d, —2d, kuglica (ne racunajuéi ve¢ rasporedene kug-
lice). Prema lemi | (primenjene na ¢vor x i listove koji su nakaceni na
. § o § {2“2 ~A-B-2d, -2d, .
njega) na ¢vor x moze biti prebaceno 5 kuglica.
Pretpostavimo da sa ukupnim brojem kuglica postavljenih na ovaj graf nije
moguce dostici ciljni ¢vor. Tada bi morale da vaZe sledece nejednakosti:

[2“2 ~A-B-2d,

7 _2d2J+d1 +A <2 —1

k+2
f ~A-B-2d, ~2d, J+d2 +B <2 -1
4
Prva nejednakost proizilazi iz situacije kada prebacimo sve kuglice
koje moZemo sa ¢vora x na ¢vor q,. Druga se analogno dobija iz posma-
tranja kada se se sa x prebacuje na b, .
Minimizovanjem levih strana dobijamo:

2K _A-B-2d, -2
: 4, d2—§+d1+As2k—1

242 _A-B-2d, -2d,
4

—%+d2 +B<2" -1

Sabiranjem ovih nejednakosti nakon sredivanja dobijamo:
A+B 3
2 2

+2k+1 S2k+l _2
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Sto je netacno, odakle sledi da je sa ovim brojem kuglica uvek moguce do-
sti¢i ma koji ciljni ¢vor. H
Teorema 4. Za prirodne brojeve k >211>1vazi:
T(CPZJC,[) — 2k+l

Dokaz. Neka za posmatrani ciklus xa, a, ...a, ,vb,_,...b,b,x vazi da
je ¢vor v povezan (direktno) sa putem duZine /, tako da je ¢vor ¢, na naj-
manjem, a ¢; na najveéem rastojanju od v. Ostale ¢vorove puta ozna¢imo
redom. Ako se na &voru x nalazi 25" —1 kuglica, tada ¢e ¢vor ¢; ostati
nedostizan, te je ®(C,,,) >2""" —1. Pretpostavimo da je 2**' kuglica ras-
poredeno na ¢vorove ovog grafa. Oznac¢imo sa C broj svih kuglica na cik-
lusu, a sa P broj svih kuglica na putu.

MozZe se pokazati da je broj kuglica potreban da bi se nakon odredenog
broja poteza u nekom ¢voru puta nalazilo ¢ kuglica jednak tn(P, ), a za ciklus
sa parnim brojem ¢vorova tm(C,, ).

U slucaju kada se ciljni ¢vor se nalazi na putu dovoljno je pokazati da

vazi:
L;J +P>2!

L;J predstavlja broj kuglica koji mozZe biti prebacen sa ciklusa na ¢vor v.

Koristeéi da je C + P =2**' dobijamo:

k+l
LCJPVzPJPP s
LZ’ —ZPkJ+P:2’ —L;J+P22’

U slucaju kada se ciljni ¢vor se nalazi na ciklusu, dovoljno je pokazati
da vazi:
C+ UJ’J >2k

Ovo postizemo na isti nac¢in kao u prethodnom slucaju, odakle sledi
tacnost ovog tvrdenja. l
Teorema 5. Za prirodan broj k > 2 vazi:

28 <m(CL,, ) <2 +1
Dokaz. Ako se na ¢voru x nalazi 2°*' —1 kuglica, jasno je da je &vor u
nedostiZan (jer je d(x,u) =k +1), te je (CL,, ) >2"**".
Pretpostavimo da je na ¢vorove grafa postavljeno 2**' +1 kuglica.
Neka je AC=3"'pla)+ 3 p(c). a BD=3 'p(b)+ Y. pd,).
Zbog simetri¢nosti grafa, bez umanjenja opstosti, neka je u ciljni ¢vor. Ako

se na ¢voru v nalazi jedna kuglica, tada ¢e po Dirihleovom principu ili na
unutrasnjem ciklusu biti vise ili jednako od 2" kuglica, pa ¢e jo¥ jedna
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kuglica mo¢i da dode do ¢vora v ili ¢e na spoljasnjem ciklusu biti viSe ili
jednako od 2*, te ¢e &vor u biti dostizan. Zato u ostatku dokaza posma-
trajmo samo slucaj kada je p(v) = 0. Posmatrajmo sada sledece cikluse ovog
grafa: a,a,...a, ,vuc, ,...c,cia, i byb,...b, ,vud, ,...d,d b, . Preba-
civanjem svih mogucih kuglica sa ¢vorova xiynaq, i ¢, odnosno na b, i
d,, i pretpostavkom da je sa 2“*' +1kuglica nemoguce dostiéi ciljni &vor u
dobijamo sledece nejednakosti:

LP(X)J+V()])J+AC <2 -1
2 2

V(x)J+V(y)J+BD <2 -1
2 2

Minimizovanjem levih strana nejednakosti i potom sabiranjem ovih
nejednakosti dobijamo:

p(x)+p(y)—2+AC+BD <2 -2

§to je netacno zbog p(x) + p(y) + AC + BD =2**" +1, te vazi
™CL,, ) <2"" +1. W

Razmotrimo sada slucaj kada je na ¢vorove ovog grafa postavljeno
2! kuglica (p(x) + p(y) + AC + BD =2**"). Primetimo da se ne moZe tvr-
diti da Ce taj broj kuglica biti sa sigurnoscu dovoljan da bi se dostigao ¢vor u
u slucaju jednakosti prethodne tri formule. Te jednakosti se dostizu kada su
oba p(x) i p(y) neparni i kada je AC = BD. Nazovimo ovaj slu¢aj kriti¢nim.
U svim ostalim slucajevima 2**' kuglica je dovoljno da bi se ciljni ¢vor
dostigao. Za male vrednosti broja kK mozZe se pokazati da ée i u kriti¢nom
slu¢aju biti dovoljno 2*" kuglica. Takode, primetimo da ¢e, ako bi n(CL, , )
bilo jednako 2**' +1, Grejamova hipoteza biti oborena, te zbog toga i pret-
hodnog razmatranja verujemo da je n(CL,,) =2""", iako to ne moZemo
pokazati.

UopSteni graf pebling

Kao §to je ve¢ spomenuto, problem graf peblinga postavljen kao u
prethodnim glavama predstavlja model u kom, da bismo sa odredenog
mesta na susedno prebacili jedan resurs, moramo platiti takode jednim
resursom. Zbog toga je prirodno posmatrati i situaciju koja je prisutnija, gde
pla¢amo jednim resursom da bismo prebacili najviSe njih p, ako je p neki
proizvoljni prirodan broj. Sli¢no pebling potezu i pebling broju nekog
grafa, definisa¢emo p-pebling potez i p-pebling broj nekog grafa G, u
oznaci ©” (G). p-pebling potez sastoji se iz uzimanja k kuglica sa nekog
¢vora, gde je 2 <k < p+11i prebacivanja k —1 kuglice na neki od susednih
¢vorova (jedna kuglica se odbacuje kao ,.cena transporta”). p-pebling broj
nekog grafa predstavlja najmanji broj kuglica, takav da se, za bilo koji
raspored tih kuglica na ¢vorovima grafa i biranjem bilo kog ¢vora grafa G
za ciljni ¢vor, nakon odredenih p-pebling poteza na ciljnom ¢voru moze
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nalaziti barem jedna kuglica. Primetimo da se za p = 1 problem svodi na
klasi¢nu definiciju graf peblinga.

Napomena. U ovom uopStenju posmatramo situaciju u kojoj se tezi
tome da uvek prebacimo najviSe kuglica §to moZemo, tj. ako je moguce
prebaciti k kuglica, za neko k € N, uvek ¢emo to uciniti i neCemo prebaciti
manje od k.

Naredne dve leme govore o koli¢ini kuglica koje mogu biti prebacene
sa nekog ¢vora na njemu susedni ¢vor.

Lema 3. Ako se na ¢voru v nalazi d kuglica, tada se na susedni ¢vor u

moZze prebaciti najvise P 4 kuglica.
p+1
Dokaz. Prema definiciji p-pebling poteza, ako je na ¢voru v bilo d =
=k(p+1D)+m, gde m € {0, 1, 2,..., p}, tada se na susedni ¢vor u moZe pre-

baciti najviSe kp kada je m =0, odnosno kp+m—1ako m € {1, 2, 3,..., p}.
Pokazademo da je:

kp+m—1 :Lp(k(p+1)+m)J
k+1

zame{l,2,3,..., p} (kada je m = 0, tvrdenje je ocigledno):

[p(k(p+l)+m)J :{kp+pmJ :ka{mI’J _
p+l p+1 p+1

:kp+[(m—l)(p+1)+p+l—mJ:kp+m_l+[p+l—mJ:

p+1 p+1
=kp+m-11
Lema 4. Ako je sa ¢vora v na susedni ¢vor u prebaceno d kuglica, tada
se na ¢voru v nalazilo barem PJPH -d —I kuglica.

Dokaz. Ovu lemu dokazacemo sli¢no kao prethodnu. Ako se nakon
prebacivanja na ¢voru u nalazi d = kp + m, gde m € {0, 1, 2, ..., p}, tada je
prema definiciji p-pebling poteza na ¢voru v bilo barem k(p+1) + m+1, m
e{l,2,3,..., p}, odnosno k(p+1) kada je m = 0. Sada ¢emo pokazati da je

k(p+)+m+1 =F)H(kp+m)-‘, zame{l,2,3,..., p} (ponovo, za m=0
p

tacnost tvrdenja ocigledno vazi).

("“(kwmﬂ {k(mlﬂ"“-ﬂ =k(p+1)+{m+m—‘ _
14 p P

=k(p+D)+m+1 1
r+l

U prethodnom dokazu, primetimo da je l'
p

. ~I;“El (mod p+1). Od

znacaja ¢e nam biti i sledeca lema.

118 « PETNICKE SVESKE 74

DEO |



Lema 5. Za prirodne brojeve p i d vazi sledeci identitet:

Sl

Dokaz. Za neko k e NU{0}i zam € {0, 1, 2, ..., p—1}, svaki prirodni
broj d mozemo predstaviti kao d = kp + m, te vredi:

[P{p“(klum)-u =Lp[k(p+l)+m+1_lJ {p(k(p+1)+m+1)J {kpﬂ’WJ _
il p+l p p+l p+l1

=kp+[m(p+l)+p—m
p+1

=kp+{m+ pm
p+1

Jzkp+ml

Teorema 6. Za svako p € N vazi:

ey =2 e )1
)4

uz pocetni uslov 7’ (P,) =1.

. . 1
Dokaz. Dokazimo prvo da je n”(P,) >[p+ n’ (P, , )—I —1. Posma-
p

1
trajmo raspored u kojem se PH_ n’ (P, )—‘ —1 kuglica nalazi na ¢voru «, .

7

Cvorovi a,, a,, ..., a, ¢ine put duZine n—1, te je potrebno sa ¢vora a, na
¢vor a, prebaciti n” (P, ;) kuglica, a prema lemi 3 to nije moguce.

. . 1 . 1
Pokazimo da je n”(P)) S[p-lr n’ (P, )—‘. Neka je [er (P, )—I
p p

kuglica rasporedeno na ¢vorove puta P,. Nekaje A =p(a,), a B = Z p(a,).
i=2

Posmatrajmo 3 slucaja:

1)B=0

Ispitujemo slucaj kada je ciljni ¢vor neki od a,,i €{2, 3, ..., n} (slucaj
kada je ciljni ¢vor q, je trivijalan). U ovom rasporedu, na a, nalazi se
(pﬂ (P, )~I kuglica. Prema lemama 4 i 5 na a, moZe biti prebaCeno

p

n” (P, ) kuglica, $to je dovoljno da bi se na ciljnom ¢voru nasla barem

jedna kuglica.
2)A>0iB>0
Ako je ciljni ¢vor a, , zavr$ili smo, a ako nije, prebacimo sve kuglice sa

¢vora a, na¢vor a,. Tada se na putu a, , a,, ..., a, nalazi Ll -A |+ B ku-
p+

glica. Pokazacemo da je [plAJ +B=>n"(P, ).
P+
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KakojeA+B = { P -’ (P,_ 1)—‘ vazi:

{ { p+1 P 1)1 J+B:
p+1 p+1
:{p{ 7 (P, )—I BJ+B=
p+ p+1
=[p{ —‘+BJ—B+BZ
p+ p+1

3)A=0
Jasno je da se, ako je ciljni ¢vor neki od a, , a,, ..., a, , kroz niz poteza

. . C +1
moZe na tom ¢voru naci bar jedna kuglica, jer je B :{p. n’ (P, )—I >
p
>n"(P, ). Dakle, neka je ciljni ¢vor g,. Ako se na ¢voru a, ne nalazi
. . | p+l
nijedna kuglica, tada se na putu a,, a,, ..., a,_, nalazi P’m” (P, )—‘, te
p

se na ¢, moZe nalaziti bar jedna kuglica nakon niza p-pebling poteza. Me-
dutim, ako se na ¢voru a, nalazi odreden broj kuglica, tada (ako pos-
matramo «, kao jednu celinu, aa,, a,, ..., a, , kao drugu) prema 2) sledi
da se na ¢voru a, moze nalaziti bar jedna kuglica. ll

Kao $to smo veé naveli u uvodu, u graf peblingu su od posebnog
znacaja klase grafova ¢iji je pebling broj jednak broju ¢vorova tog grafa,
0-klasa grafova. Stoga, prirodno je postaviti pitanje kada ¢ée uopSteni
pebling broj puta biti jednak broju ¢vorova. O ovom pitanju govore sledeca
dva tvrdenja.

Teorema 7. Za svako p € N i svaki graf G sa n ¢vorova vazi da, ako je
1’ (G) =n, tadajein”" (G) =n.

Dokaz ovog tvrdenja ocigledno sledi na osnovu definicije p-pebling

poteza.
Teorema 8. ZasvakopeN i ie{l,2, ..., p+1} vazi

n’(P,) =i

Dokaz. Direktna primena teoreme 6.
Teorema 9. Za svakoi e {1, 2, ..., n—1} vazi:

' (P) 27" (P,_)+" (P,)

Dokaz. Posmatrajmo raspored kuglica u kojem se na ¢voru a, nalazi
n” (P,) —1 kuglica, a na ¢voru a, =’ (P, ;) kuglica, za nekoi e {1, 2,

n—i
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n—1}. Tada se na ¢voru a, nikako ne moZe naci barem jedna kuglica, te je:
n’(P,))>n" (P, ,)+n"(P)—l iz cegasledi: n”(P,) 2 =" (P, )+’ (P,). W

n—i

Teorema 10. Za svako p € N vazi:

v (B)=Y 5" (P)
i=1
Dokaz. Pokazimo prvo da je y”(P,) > Z; n’ (P,)—1. Neka se na
&voru g, nalazi )" n”(P,)—1kuglica. Tada, da bi se dostigao &vor a,,, po-
trebno je n” (P,) kuglica, da bi se dostigao ¢vor a,_,, potrebno je n” (P, ;)
kuglica, ..., a da bi se dospelo do ¢vora a,, potrebno je n” (P,) kuglica.
Medutim, kako je n”(P,) =1, tada za a, nece preostati nijedna kuglica,

odakle sledi tacnost.
Pokazimo sada da je y(P,) <" (P,), koriste¢i indukceiju po n. Za n =1

jednakost je ocigledna. Sada, neka je Z;’Zl n” (P,) kuglica rasporedeno na

¢vorove grafa P . Ako se na ¢voru a, ne nalazi nijedna kuglica, tada je
potrebno najvise n” (P, ) kuglica da bi se na @, nalazila barem jedna, te je na

putu od ¢vora g, do a, , ostalo barem Z:_:Tt” (P,), Sto je prema induktiv-

noj hipotezi dovoljno da bi se na svakom ¢voru a,,i €{1, 2, ..., n—1} nakon
odredenog niza poteza nalazila bar jedna kuglica. Ako se na a,nalazi
pla, ) > 0kuglica, ostavimo jednu od njih na a, , a od ostatka prebacimo ko-

liko moZemo na a,_, . Tada znamo: p(a, ) + p(a, )+...+p(a,) = Z,ll n’ (P,).
Ako je p(a, ) manje ili jednako od n” (P, ), prema induktivnoj hipotezi sledi
taénost. Ako je p(a,) veée od ©” (P,) pitamo se da li vazi:

play)+ play)+.. .+p<a,1>+[p”+1 (p(a,) —1>J =3 R~

~pa,) +L)”+1<p(an) —DJ >§ )

i=1

Pretpostavimo suprotno, neka je:

inP<Pl->—p(an>+Lf’+l(p(an)—1>J S

i=1 i=1

Kako je p(a,) >n"(P,), tada se on moZe predstaviti kao:

n—-1
pla,)=n"(P)+k 1<k <) n"(P)

i=1

Onda vazi:

np(Pn)—Tt”(Pn)—k+{p(np(Pn)+k—1) <0
p+1
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k{p(n"(gnk—l)J
p+1

n-l1
Sada mozemo izraziti k kao k = Z ' (P,)—m,

i=l1

me{0,1, ... Z:l:ﬂp(P,-)— 1}
Dalje sledi:

&, P P,
;n (P)-m > Lﬂ_ln (P,Z)J + L)Hn (P,”)J + ..
N Vﬁp(pz)J . V’"J
p+1 p+1

P s o
Lﬁl J

Sada, ako je m =0, to znaci da se lel n” (P,) kuglica nalazi na ¢voru

to jest:

a,, odakle sledi ta¢nost tvrdenja, a u slu¢aju m > 0 poslednja nejednakost je
netacna, odakle ponovo sledi ta¢nost tvrdenja. l
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Dusan Dragutinovic¢ and Vukoman Peji¢

Graph Pebbling

Graph pebbling is a one-player mathematical game involving a graph
and pebbles which can be used as a model for resource-transport. Consider
a undirected connected graph G with pebbles on its vertices. A pebbling
move consists of taking two pebbles off one vertex (which has at least two
pebbles) and placing one on an adjacent vertex. The pebbling number of a
graph G, n(G), is the minimal number of pebbles sufficient to reach (after a
finite number of moves) a configuration of pebbles in which the target ver-
tex has at least one pebble, starting from an arbitrary configuration with
m(G) pebbles, regardless of the choice of target vertex. In this paper,
pebbling numbers of some graph classes (induced by complete graphs and
cycles) are determined. Additionally, a new generalization of graph
pebbling in which p € N pebbles could be moved to adjacent vertex is intro-
duced and some results regarding this generalization are presented.
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