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Eksperimentalno
utvrdivanje haosa u
kretanju fizickog klatna sa
osciluju¢om tackom
vesanja

U radu je prikazano kako je moguce eks-
perimentalno ustanoviti haos u jednostavnom
fizickom sistemu klatna sa oscilujucom tackom
veSanja. IzloZen je detaljan opis aparature koja
je koriscena. Merenja su vrsena tako sto je am-
plituda oscilovanja varirana za razlicite pa-
rametre koji su prethodno odredeni simula-
cijom. Klatno je snimano za razlicite setove
parametara, a zatim su snimci komjuterski obra-
deni. Podaci su tumaceni na osnovu faznih
dijagrama pomocu kojih je potvrdena pretpo-
stavka o javljanju haosa u ovom sistemu.

Uvod

Teorija haosa proucava nelinearne dinamicke
sisteme. Osnovna osobina ovih sistema je velika
osetljivost na pocetne uslove, usled koje neline-
arni sistemi mogu ispoljiti osobine determini-
stickog haosa. To podrazumeva da se, iako su
poznati zakoni po kojima se sistem menja tokom
vremena, kao i pocetni uslovi, ponasanje sistema
ne moZe predvideti jer je poCetne uslove nemo-
guce odrediti dovoljno precizno. S obzirom da je
sistem nelinearan, mala greSka u pocetnim uslo-
vima raste eksponencijalno tokom vremena.
Upravo zbog toga, iako je dinamika determini-
stickih sistema u potpunosti odredena, nije mo-
gude predvideti stanje sistema tokom vremena.
Deterministicki haos opisuje kompleksne si-
steme poput meteoroloskih i ekonomskih, ali i
jednostavnije dinamicke sisteme.
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Jedan od najjednostavnijih primera za izu-
¢avanje deterministi¢kog haosa je klatno ¢ija
tacka veSanja osciluje periodi¢no. Ovaj sistem
sacinjen je od kuglice koja je okacena o neisteg-
ljivu nit zanemarljive mase, pri ¢emu tacka ve-
Sanja osciluje po horizontalnoj ravni (slika 1).
Sistem je opisan jednac¢inom (Salom 1999):
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Slika 1. Klatno ¢ija tacka veSanja osciluje
periodi¢no.

Figure 1. Pendulum whose pivot point oscillates
periodically.

U ovom radu proucavan je prelazak sistema u
haoti¢an rezim kretanja. Konstruisana je apara-
tura koja je aproksimacija ovog sistema, a koja je
specifi¢na je zbog mehanizma koji obezbeduje
periodi¢no oscilovanje oslonca. Zatim su pomocu
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programa uradenog u programskom paketu Ma-
thematica, pronadeni parametri pri kojima bi se u
ovom sistemu trebao javiti haos. Neki parametri
su fiksirani — koeficijent prigusenja (y) i frek-
vencija oscilovanja (o), dok su neki parametri
varirani — duZina niti (/) 1 amplituda oscilovanja
(A).

Oscilovanje klatna je snimano i vrSena je ob-
rada snimaka. Iscrtavani su grafici uz pomo¢
kojih je bilo moguce odrediti da li sistem prelazi
u haoti¢an reZim kretanja.

Aparatura

Aparatura je sastavljena od kuglice (1), niti
(2), mehanizma za pretvaranje kruzZnog kretanja
motora u linearno oscilovanje oslonca (3), flopi
diska koji u sebi ima Holov senzor i izvora napa-
janja(slika 2). Tehnicki najteze ostvariv deo apa-
rature je mehanizam za oscilovanje oslonca.
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Slika 2. Kori§¢ena aparatura: 1 — kuglica, 2 — nit, 3 —
mehanizam koji pretvara kruzno kretanje u linijsko.

Figure 2. Apparatus used in the experiment. It
consists of a ball (1), thread (2) and the mechanism
that converts circular into linear motion.

Mehanizam funkcioniSe tako Sto se motor (2)
postavi na podlogu i na deo motora koji rotira se
priévrsti vertikalna Sipka (4) (slika 3). Iznad mo-
tora se postavi dascica sa prorezom za Sipku (3),
koja klizi izmedu Sina (1) dok se motor vrti.
Jedan kraj dascice koja klizi izmedu Sina je duZi i
na njemu je okacena kuglica. Sine pri¢vricene za
podlogu, pa dascica za koju je okaceno klatno ne
moZe da se pomera kruzno zajedno sa motorom,
nego se pomera samo u jednoj dimenziji, od-
nosno linearno. Promenom napona na izvoru se
menja frekvencija motora. Na izvoru se pomocu
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Holovog senzora, ugradenog u motor, ocitava
ugaona frekvencija motora, koja je jednaka
ugaonoj frekvenciji oscilovanja tacke oslonca
klatna.

2

Slika 3. Skica mehanizma koji pretvara kruzZno
kretanje u linijsko: 1 — §ine, 2 — motor, 3 — dascica
koja klizi po Sinama i za koju je okaceno klatno, 3 —
Sipka pri¢vr§¢ena za motor.

Figure 3. Scheme of the mechanism that converts
circular into linear motion. It consists of tracks (1),
motor (2), slider to which the pendulum is attached
(3) and a small rod that is attached to the motor.

Kliza¢ i Sine su prvo bili napravljeni od me-
tala. Medutim, motor koji je kori§éen je motor od
flopi diska, snage 5 W. Takav motor nije bio do-
voljno snazan da pokrene mehanizam sa delo-
vima od metala. Zatim je leza¢ napravljen od
plastike, ali u takvom mehanizmu je trenje bilo
preveliko i motor opet nije mogao da ga pokrene.
U postavci aparature koja je koriséena, klizac je
bio napravljen od drveta, da bi bio dovoljno lak,
ali je bio oblepljen trakama aluminijuma da se
umanji trenje.

Zbog pomenutih problema, pre pocetka me-
renja je analizirano oscilovanje tacke oslonca sa
okacenom kuglicom, kako bi se potvrdilo da je
ono dovoljno blizu sinusoidnom. Tacka veSanja
je bila obeleZena kontrastnom bojom u odnosu
na zastor i oscilovanje je snimano kamerom. Iz
snimaka je programskim putem iscrtavan polozZaj
tacke veSanja tokom oscilovanja (slika 4a). Za
iscrtavanje grafika je kori§éen programski paket
Matlab. Mehanizam je potom pobolj$an tako Sto
je kliza¢ oblepljen aluminijumom kako bi se
smanjilo trenje i Sine su bolje pri¢vr§éene. Zatim
je vrSena nova analiza. Sa slike 4b se vidi da je
oscilovanje oslonca periodi¢no.
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Slika 4. Grafik zavisnosti amplitude tacke oslonca od
vremena za: a) prvu aparaturu, b) drugu aparaturu.

Figure 4. Graph representing the dependence of the
amplitude of the pivot point on time for: a) the first
apparatus, b) the second apparatus.

Zatim je snimano kretanje kuglice i kretanje
oslonca. Kao i tacka oslonca, kuglica je bila mar-
kirana kontrastnom bojom u odnosu na zastor.
Vr$ena je obrada snimaka na osnovu ¢ega su do-
bijene koordinate tacke oslonca i koordinate
kuglice u zavisnosti od vremena. Program fun-
kcionise tako $to se snimak podeli na slike i na
svakoj slici se pronalazi centar kuglice i sredina
oslonca. Na osnovu njihovih koordinata se ra-
¢una ugao otklona kuglice u odnosu na verti-
kalnu osu.

Metod

Pre izvodenja eksperimenta, bilo je neop-
hodno pronaci parametre pri kojima sistem pre-
lazi u haoti¢an reZim kretanja. U programskom
paketu Mathematica simulirana su dva klatna
¢ije kretanje opisuju jednacine sa istim para-
metrima, s tim da postoji mala razlika u po¢etnim
uslovima, odnosno u poc¢etnom uglu otklona 6,,.
Zbog velike osetljivosti na pocetne uslove koja
karakteriSe haos, ta razlika pri odredenim para-
metrima raste eksponencijalno tokom vremena,
dok ekstremi funkcije zavisnosti log A8 od vre-
mena rastu linearno.

Da bi se pronasli parametri pri kojima sistem
prelazi u haoti¢an rezim kretanja, vrednosti pa-
rametara su varirane u odredenim okvirima i na
logaritamskoj skali iscrtavani su grafici zavis-
nosti razlike ugla otklona za dve simulacije. Pa-
rametri koje je bilo mogudée varirati su duZina
klatna, amplituda oscilovanja tacke oslonca, ko-
eficijent prigusenja (koji zavisi od mase kuglice)
1 frekvencija oscilovanja ta¢ke oslonca. Od tih
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parametara, frekvencija oscilovanja tacke os-
lonca i koeficijent priguSenja su fiksirani, dok su
duzina klatna i amplituda oscilovanja tacke os-
lonca varirani. U eksperimentu su kori§¢eni
setovi parametara za koje je zavisnost ekstrema
pribliZzno linearna.

Merenja su vriena za Sest razlicitih setova pa-
rametara dobijenih simulacijom. Konstantni
parametri za sva merenja su bili y = 0.0024 s i
o=12.4 s7'. DuZina klatna je bila razli¢ita za
razlicite setove parametara. Merenja su vrSena
tako $to su za jedan set parametara svi parametri
bili fiksni osim amplitude oscilovanja tacke os-
lonca, koja je bila varirana. Oc¢ekivano je da
povecavanjem amplitude sistem prelazi iz peri-
odi¢nog u haoti¢ni rezim tako §to se periodi
udvostrucavaju, to jest dolazi do bifurkacija. Pr-
vim udvostruc¢avanjem perioda nastaje bifur-
kacija prvog reda, odnosno sistem osciluje sa dva
perioda. Slede¢im udvostru¢avanjem dolazi do
bifurkacije drugog reda i sistem osciluje sa Cetiri
perioda. Bifurkacija treceg reda podrazumeva
oscilovanje sa osam perioda i tako dalje, dok se
ne dostigne kriticna amplituda pri kojoj sistem
prelazi u haoti¢an reZim (Taylor 2005).

Kretanje ovog sistema je sagledano kroz gra-
fike ugla otklona u zavisnosti od vremena i faz-
nih dijagrama. Sa grafika zavisnosi ugla otklona
od vremena se ne moZe uociti da li je u pitanju
periodi¢no oscilovanje ili haoti¢ni rezim, ali ako
je u pitanju bifurkaciono kretanje, moZe se za-
kljuciti kog je reda bifurkacija. U faznom pros-
toru su iscrtana sva moguca stanja nekog sistema
i jedna tacka faznog prostora odreduje jedno
stanje sistema. Ako se tacka nakon odredenog
vremena ponovo nade na mestu u kom je bila
ranije, ona mora da nastavi da se kreée po istoj
putanji, odnosno periodi¢no. U suprotnom bi bio
naru$en determinizam, to jest bilo bi nemoguce
odrediti sledece stanje sistema ako je poznato
prethodno.

Simulacijom faznog prostora za parametre
koji su korisc¢eni u eksperimentu moze se uociti
da se putanje u faznom dijagramu seku. To se
tumaci time Sto svaka tacka na grafiku zavisnosti
ugaone brzine klatna od vremena ne oznacava
jednoznacno jedno stanje klatna. Naime, mogucde
je da se desi da su za kuglicu u dva razlicita tre-
nutka ugao otklona u odnosu na vertikalnu osu i
ugaona brzina klatna jednaki, ali da poloZaj
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Slika 5.
Dijagrami faznog prostora (levo) i grafici zavisnosti ugla otklona od vremena (desno) za prvu duZinu klatna.

Figure 5.
Phase portraits (left) and graphs representing dependency of inclination angle of the pendulum on time (right)
for the first length of the pendulum.
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Slika 6.
Dijagrami faznog prostora (levo) i grafici zavisnosti ugla otklona od vremena (desno) za drugi set parametara.

Figure 6. Phase portraits (left) and graphs representing dependency of inclination angle of the pendulum on
time (right) for the second length of the pendulum.

ZBORNIK RADOVA 2013 FIZIKA « 59



kuglice nije isti zbog oscilovanja oslonca tacke
oslonca. Fazni dijagrami dobijeni analizom sni-
maka su zbog toga tumaceni tako §to je po-
smatrano da li postoje periodi¢na ponavljanja
veoma bliskih putanja, bez obzira na to da li se
putanje seku ili ne.

Rezultati 1 diskusija

Predstavljeni su oni rezultati koji najbolje
prikazuju prelazak sistema iz periodi¢nog u ha-
oti¢ni reZim kretanja. Za sva merenja odrZavani
su konstantnaim frekvencija oscilovanja tacke
oslonca w= 12.4 s i koeficijent prigusenja y =
=0.0024 s™'. Varirane su duZina klatna i ampli-
tude oscilovanja tacke oslonca, tako da su za
svaku duzinu klatna vrSena po tri merenja, za
vrednosti amplitude od 2.7 cm, 3.9 cm i 5.1 cm.

U prvom merenju duzina niti je (slika ). Prvi
grafik predstavlja ravnomerno periodi¢no osci-
lovanje. Ekstremi ugla otklona ne uzimaju iste
vrednosti zbog nesavrSenosti aparature (5b).
Poveéavanjem amplitude dolazi do udvostru-
Cavanja perioda. Klatno tada osciluje sa osam
perioda, to jest donji ekstrem ugla otklona cik-
li¢no uzima osam razli¢itih vrednosti, tako da je
u pitanju bifurkacija treceg reda. To se vidi sa
grafika 5d jer se osam razlicitih ekstrema peri-
odi¢no ponavljaju. Daljim povec¢avanjem ampli-
tude sistem prelazi u haos zato Sto ne postoje
periodi¢na ponavljanja u faznom dijagramu (5e).

Slika 6 predstavlja fazne dijagrame i grafike
zavisnosti ugla od vremena kadaje [=0.55m. I u
ovom slucaju, broj perioda se povecava s pove-
¢avanjem amplitude. Na grafiku 6a je prikazana
bifurkacija drugog reda. Donji ekstrem cikli¢no
uzima Cetiri razli¢ite vrednosti (6b). Sa grafika
6¢ 1 6d se vidi da sistem osciluje sa puno perioda.
Grafici 6e i 6f predstavljaju haoti¢ni reZim.

Na graficima periodi¢nog i bifurkacionog
kretanja javljaju se odstupanja, zbog nesavrse-
nosti aparature. Najveci nedostatak aparature je
$to je oscilovanje oslonca aproksimacija si-
nusnog oscilovanja. Veliku smetnju predstavlja i
trenje unutar mehanizma — trenje izmedu Sina i
dascice, dascice i Sipke, itd. Rezultati bi mogli
biti precizniji kada bi mehanizam bio napravljen
veoma precizno i od materijala koji bi smanjio
trenje.
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Zakljucak

U ovom radu je vr$eno eksperimentalno do-
kazivanje haosa u kretanju sistema klatna sa os-
ciluju¢om tackom veSanja. Aparatura, koja se
sastojala od mehanizma za pretvaranje kruZnog
kretanja u translatorno i klatna, napravljena je na
jednostavan nacin i kretanje klatna je snimano.
Obradom snimaka je pokazano prisustvo haosa
na kori$¢enoj aparaturi. Mehanizam koris¢en za
pretvaranje kruZnog kretanja u translatorno fun-
kcioniSe po vrlo jednostavnom principu, usled
¢ega moze biti od velike koristi u sli¢nim sitau-
cijama.

Aparatura moZe biti poboljSana preciznijom
izradom i redukcijom trenja. Takode, amplitudu
bi se mogla varirati sa manjim korakom. Tada bi
se mogle koristiti i druge metode proucavanja
haosa, poput proucavanja dijagrama bifurkacija i
logistickih mapa.
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Petra Seselja and Kristina Gligori¢

Experimental Determination of
Chaos in a Damped Driven
Pendulum

This paper presents a way of experimental
determination of chaos in a simple dynamical
system. It is a system of a pendulum with an os-
cillating pivot. The apparatus used in the experi-
ment consists of the pendulum, the mechanism
that converts circular into linear motion and a
motor that oscillates in a circular motion. Mecha-
nism, although simple, was not easy to create
with the materials available, and problems ap-
peared which were eventually overcome.

After assembling the apparatus, parameters
in which the movement of the system would turn
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chaotic was supposed to be found. A program in
Mathematica was used, which simulated two
pendulums with almost exact beginning parame-
ters except for one (inclination angle). For cer-
tain parameters, that one small difference was the
catalyst for the system to turn chaotic. Those pa-
rameters were later on used in the experiment.
Measuring was done by varying the amplitude of
oscillation for those predetermined parameters.
It was expected that increasing the oscillating
amplitude would lead to a transition from a peri-
odic to a chaotic regime, throughout bifurca-
tions, until the critical amplitude is reached. The
system was then filmed, and those videos were
analyzed. The data was interpreted using phase
portraits and graphs representing dependency of
the inclination angle of the pendulum on time
(Figures 5 and 6). The hypothesis was confirmed
and it was proven that with this apparatus, cha-

otic movement did appear. o
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