Aleksandar Bukva

Ispitivanje uticaja gustine
plazme na efikasnost
ubrzanja elektrona
pulsnim laserom

Ovaj rad se bavi uticajem gustine plazme na
ubrzanje elektrona u vejkfild Semi. Testirana je
hipoteza da za svaki laser postoji optimalna
gustina za koju Ce efikasnost prenosa energije
lasera na Cestice biti maksimalna. Koriscena je
dvo-dimenzionalna relativisticka PIC simula-
cija, koja je napisana u okviru ovog projekta.
Hipoteza je potvrdena u slucaju 2D simulacije
¢ime je utvrdeno da 2D simulacije mogu biti
koriscene u kvalitativnim analizama ovakvih si-
stema. PredloZena je ideja za dalje ispitivanje
uticaja profila gustine plazme na ubrzane ele-
ktrone.

Uvod

Plazma je jedno od osnovnih stanja materije
koje se javlja u prirodi. Zbog njenih posebnih
osobina, primena plazme je veoma rasprostra-
njena u razvoju savremenih tehnologija. Jedna
od glavnih karakteristika plazme je kvazi-neut-
ralnost: sastoji se od pozitivno i negativno naele-
ktrisanih Cestica, ali takav sistem je elektro-
neutralan jer je broj prisutnih ¢estica suprotnog
naelektrisanja priblizno isti. U plazmi se javljaju
takozvani kolektivni efekti, tj. uticaj jedne Ce-
stice nije ograni¢en samo na susede sa kojima
ima neposredan kontakt, veé se prostire na veci
deo okolne zapremine. Deo prostora oko Cestice
na koji ona uti¢e zove se Debajeva sfera, i njene
dimenzije zavise od gustine plazme.

Zbog svojih posebnih karakteristika, plazma
je odlican medijum za prostiranje raznih vrsta ta-
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lasa. Takode, u plazmi cesto iz male pertubacije
mogu da narastu nestabilnosti, gde se iz potpuno
neorganizovanog sistema cestica stvore perio-
di¢ne strukture koje generisu jako elektri¢no ili
magnetno polje.

Razmatraédemo plazmu koja se sastoji od
»teSkih” jona i ,lakih” elektrona. Elektroni brze
reaguju na promene u sistemu, dok su joni inert-
niji jer imaju vecu masu. To dovodi do ¢injenice
da u takvoj plazmi postoje dve vremenske skale:
jedna je brza, odredena prilagodavanjem elek-
trona na spoljas$nju stimulaciju, a druga je spora,
odredena tipi¢nim vremenom rakcije jona. Ove
dve skale se ¢esto razlikuju za nekoliko redova
veli¢ine.

Plazma ima tipi¢nu frek?/enciju koja zavisi od
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elektrona, m — masa elektrona, n, — koncentracija
elektrona, g, — dielektricna konstanta). Ta frek-
vencija predstavlja maksimalnu frekvenciju ta-
lasa koji moZe da se prostire kroz tu plazmu. Ako
je frekvencija talasa veca, plazma se ponasa kao
,zid”, viSe nije providna za taj talas. Pertubacija
sistema moze takode da izazove stvaranje novih
talasa u plazmi, ¢ija je frekvencija o,.

Predmet ovog istraZivanja je ba$ jedan takav
talas. Da bi se stvorio talas u plazmi, na plazmu
se ispaljuje kratak laserski puls visokog intezi-
teta. Takav laser ima trajanje od nekoliko de-
setina femto-sekundi, moze se zamisliti kao
talasni paket ili ,,usmerenu lopticu svetlosti”.
Kada elektroni interaguju sa laserskim pulsom,
usled nehomogenosti i oscilujuce prirode elek-
tromagnetnog polja, javlja se nelinearna ponde-
romotivna sila koja elektronima daje ubrzanje
upravcu slabijeg polja. Joni koji se nalaze u
plazmi su dovoljno masivni da ne interaguju sa
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Slika 1. a) gustina naelektrisanja elektrona, b) x komponenta elektri¢nog polja, ¢) y komponenta elektricnog
polja d) presek horizontalne komponente elektricnog polja na sredini mehura

Figure 1. a) electron density, b) x component of the electric field, ¢) y component of the electric field,
d) crosssection of the horizontal component of the electric field at the middle of the bubble

laserskim pulsom, te se njihovo kretanje zane-
maruje. Posledica ponderomotivne sile u sluc¢aju
prodiranja lasera kroz plazmu je stvaranje delova
prostora koji u sebi ne sadrzi elektrone ve¢ samo
nepomicne jone. U linearnom reZimu, stvorice se
periodic¢na struktura koja putuje iza lasera br-
zinom bliskom brzini svetlosti. U nelinearnom
rezimu, moZe se posti¢i da prvi prostor ispunjen
pozitivnim naelektrisanjem, odmah iza lasera,
izgleda kao mehur (slika 1a). Postojanje tog me-
hura moZemo iskoristiti za ubrzavanje elektrona
vejkfild metodom — gde elektroni ,,jaSu” talas u
plazmi i sli¢no kao surferi dobijaju ubrzanje od
tog talasa (Tajima i Dawson 1979).

U formiranom mehuru elektroni su proredeni
i pozitivno naelektrisani joni su u vecini. To pro-
uzrokuje specifi¢nu strukturu polja (slika 1). Sa
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slike 1d moZese videti longitudinalno elektri¢no
polje na osi mehura. Na slici 1a prikazana je gu-
stina elektrona i elektri¢no polje lasera. Elektroni
unitar mehura osecaju jaku privla¢nu Kulonovu
silu ka centru mehura. Zbog nje ne mogu da
napuste mehur i nastavljaju da se krecu zajedno
sa njim. Na slici 1c se vidi da transverzalno ele-
ktri¢no polje privlaci elektrone ka centralnoj osi
mehura. Na slici 1d se vidi gradijent elektricnog
polja koji ubrzava Cestice ka centru mehura.
Ovakav reZim ubrzavanja se naziva ,,Bubble
(blowout) regime” i eksperimentalno je potvrden
(Mangles et al. 2004; Faure et al. 2004).
Prednost ovakvog nacina ubrzavanja elektrona je
u tome $to postignuti gradijenti ubrzanja su za
nekoliko redova veli¢ine veci nego gradijenti
konvencionalnih akceleratora i mogu se dobiti
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elektroni sa energijama reda giga-elektronvolti u
svega nekoliko milimetara plazme. U radu Lu i
saradnika (2005) su predloZeni optimalni para-
metri za vejkfild akceleraciju u 1D i 3D
geometrijama. Njihovi zakljucci zavise od broja
dimenzija. Mi smo uporedili da li je optimalna
konfiguracija u 2D sli¢nija 1D ili 3D rezultatu.
Kako su 2D simulacije mnogo manje zahtevne
od 3D, ako su rezultati sli¢ni, to otvara vece
moguénosti za numericka ispitivanja vejkfild
akceleracije.

Plazma akceleratori svoju primenu pored fi-
zike visokih ¢estica mogu nadi i u medicini, he-
miji, biologiji i fizici materijala. U medicini se
akceleratori koriste za stvaranje X zraka u radio-
terapijama. Nedavna istraZivanja su pokazala da
elektroni ubrzani u ovakvim akceleratorima zbog
samih karakteristika snopa manje oStecuju
okolno zdravo tkivo i efikasnije dostavljaju pred-
videnu dozu zrac¢enja obolelom tkivu (Fuchs et
al. 2009).

Metod

Za ispitivanje plazma akceleratora napisana
je 2D PIC (particle in cell) simulacija u program-
skom jeziku C i paralelizovana koris¢enjem MPI
biblioteke. PIC je efikasan algoritam za simuli-
ranja problema viSe Cestica bez potrebe za racu-
nanjem pojedinac¢ne medusobne interakcije
izmedu svih Cestica. Polja i struje su diskretizo-
vani u ¢vorovima reSetke, a rezultovacée polje
koje deluje na Cesticu se interpolira iz obliznjih
¢vorova. Ovim postupkom se smanjuje komple-
ksnost simulacije i vreme izvrSavanja. PIK
algoritam se sastoji iz Cetiri koraka koji se cik-
li¢no ponavljaju (slika 2).

U prvom koraku se na osnovu sila koju Ce-
stica oseca vrsi njen pomeraj. Zbog toga $to Ce-
stice u ovakvim simulacijama dostiZu brzine
bliske brzini svetlosti poterbno je uvrstiti relati-
visticke efekte, iz tog razloga je kao integrator
koriSéen relativisticki Boris puSer (Birdsall i
Langdon 1985).

U drugom koraku se vrsi raspodela struje na
¢vorove reSetke koja je generisana kretanjem
Cestica. U radu je kori$¢en Esirkepov metod (Esi-
rkepov 1999).

U tre¢em koraku se na osnovu struje koju su
generisale Cestice vr§i izraCunavanje novih vred-
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Slika 2. PIC algoritam

Figure 2. PIC algorithm

nosti za magnetno i elektri¢no polje koristeci
Maksvelove jednacine.

U cCetvrtom koraku se interpolira vrednost
polja koje deluje na Cesticu i racuna rezultujuéa
sila kako bi se ponovo u koraku jedan estica po-
merila i ceo proces poceo ispocetka.

Zbog velikog broj realnih Cestica koje se jav-
ljaju u eksperimentima veoma je racunski zahte-
vno (tj. za vecinu problema nemogude) postaviti
isti broj Cestica i u simulaciji. Zato je koriSéen
princip makro Cestica gde je svaka Cestica u si-
mulaciji predstavljala skup nekoliko hiljada
pravih ¢estica. Ovim postupkom se ne narusa-
vaju konacni rezultati ukoliko u simulaciji po-
stoji dovoljno Cestica koje predstavljaju validan
statisti¢ki uzorak, ali se zato dobija na uStedi
vremena. Jo$ jedna kori§éena aproksimacija je
pretpostavka da je fizika u 2D simulaciji ista kao
i fizika u 3D simulaciji. Mana ovog pristupa je u
tome $to nije u stanju da predvidi tacne vrednosti
konacnih parametara sistema, ali zato moze po-
sluZziti kao odli¢an kvalitativni alat i pritom je
manje racunski zahtevan od 3D simulacije. De-
taljniji opis procesa simulacije se nalazi u do-
datku 2.

Rezultati

Kako bi proverili da li postoji optimalna gu-
stina, simulacija je puStana za isti laser sa ra-
zli¢itim gustinama plazme. Zbog numerickog
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Slika 3. Srednji impuls u zavisnosti od vremena

Figure 3. Averaged momentum over time

racunanja i na¢ina prikazivanja podataka u
racunaru sve jedinice su prevedene u Gausov
sistem i normalizovane na frekvenciju lasera na
slededi nacin:

r
1t —03{1)5
e
p - 14
e
B = B
w,me
®
X =—rx
c
e
,= E
w,me

U formulama za normalizaciju primovane
vrednosti su vrednostu u simulaciji, a vrednosti
bez prima su vrednosti u Gausovom sistemu
jedinica. Detaljni parametri simulacije se nalaze
u Dodatku 1. Smatrali smo da je neka Cestica
ubrzana ako je p, >10 u normalizovanim jedini-
cama.
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Tabela 1. Koli¢ina ubrzanog naelektrisanja

0.01-f  0.02-f  0.002-f 0.005f
153757 26.526275 0.082595 0.1016437

Sa slike 3 se vidi da se za odredenu gustinu
plazme postiZe najvecda efikasnost prenosa
energije lasera na ubrzanje Cestica.

Diskusija

U radu je potvrdena pretpostavka da za odre-
deni set parametara postoji odredena gustina
plazme za koji ¢e efikasnost prenosa energije
lasera na Cestice biti najveca. Iz tabele broja ub-
rzanih Cestica (tabela 1) se vidi da broj ubrzanih
elektrona nije najveci za optimalnu gustinu, veé
za gustinu dva puta vecu §to je u skladu sa oce-
kivanjima jer je plazma bila dva puta guséa i time
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sadrzala viSe elektrona. Optimalna gustina za
oredeni set parametra je ista u 2D i 3D geome-
triji, te 2D simulacije mogu biti koriSéene u
kvantitativnoj analizi umesto 3D simulacija zbog
kraceg vremena izvrSavanja.

U radu je ispitana koja je optimalna gustina
plazme za vejkfild akcelerator koji se sastoji od
lasera sa fiksnim parametrima i plazme koja je
uglavnom konstantne gustine. KoriS¢enje razli-
¢itih profila plazme moze da utice na broj elek-
trona koji bivaju zarobljeni u mehuru, tako da na
istoj prose¢noj gustini moZemo ocekivati dru-
gacije rezultate. Profil plazme takode utice i na
stabilnost prostiranja lasera. Nastavak ovog is-
traZivanja e se fokusirati na uticaj lokalnih pro-
mena gustina plazme na koli¢inu ubrzanog
naelektrisanja i na kona¢nu energiju Cestica.

Dodatak 1

Profil gustine plazme je bio:
— za vrednosti 200 < x < 220 gustina je line-
arno rasla od 0 do 2
— za vrednosti 220 < x < 240 gustina je line-
arno opadala od 2 do 1
— za vrednosti x > 240 gustina je bila kons-
tanta i jednaka 1
Da bi se lakse ispitivale razli¢ite gustine uve-
deni su mnoZioci gustine. Cetiri razli¢ita mnozi-
oca su koriséena: 0.01, 0.02, 0.002, 0.005.
Sto znaci da bi gustina u prvom slu¢aju rasla
linearno od 0 do 0.02 pa linearno opadala do 0.01
i posle bila konstanta. Za trec¢i slucaj kada je
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Slika 4. Profil gustine plazme

Figure 4. Plasma density profile

mnoZzioc gustine bio 0.002 mehur koji se dobijao
nije stao u simulirani prostor te je prostor morao
biti proSiren i profil gustine se morao translirati u
desno:
— za vrednosti 300 <x <320 gustina je line-
arno rasla od 0 do 2
— za vrednosti 320 < x < 340 gustina je line-
arno opadala od 2 do 1
— za vrednosti x > 340 gustina je bila kon-
stantna i jednaka 1
Parametri za grupu I 1 II dati su u tabeli 2.

Tabela 2. Parametri za grupu I i II (u zagradi se nalaze vrednosti koje se razlikuju za II grupu)

Normalizovani Gausov sistem jedinica
Prostor 200x240 (300x340) [3.19x3.83](4.78x3.83)x10"> cm
Mreza 1000x240 (1500x240) 1000x240 (1500x240)
Ukupno vreme 2700 143x 107"
Vremenski korak 0.1921194 102x 107"
Broj ¢estica po celiji 4 4
Intenzitet lasera 4 2x 10" W/em?
Frekvencija lasera 1 188x 10"
Duzina lasera 40 064-10° cm
Sirina lasera 40 064-107° cm
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Dodatak 2

PIC algoritam se sastoji iz Cetiri koraka koji
se cikli¢no ponavljaju, ovde ¢e biti detaljan opis
svakog od Cetiri koraka:

1. racunanje sile i pomeranje Cestice

2. racunanje struja prouzrokovanih kreta-

njem Cestica

3. resavanje Maksvelovih jednacina na osnovu

generisanih struja

4. interpolacija polja na lokaciju Cestice

Racunanje sile i pomeranje Cestice

Integracija jednacina kretanja se vrsi Leap-
frog metodom kako bi se povecala preciznost.
Kod ovog nacina integracije vreme i brzine nisu
centrirane u istom ternutku, ako je vreme cen-
trirano u trenutku " onda je brzina definisana u

1
trenutku ¢ 2 , ¢Cime se postiZe preciznost drugog
reda (Birdsall i Langdon 1985).

Boris integrator. Umesto obi¢nih brzina ov-
de ¢emo koristiti relativistiCke brzine definisane
kao 1 =yv gde je u relativisticka av nerelativis-
ticka brzina. Lorencova sila u relativistickom ob-

liku glasi:
LB+ 2x é)
t c

$to na osnovu definisane relativisti¢ke brzine
mozemo zapisati u diskretnom obliku kao:

2
gde je mmasa, ¢ naelektrisanje i y> =1+ %

Ako brzine definiSemo kao:

2m (1)

2m )
Dobijamo izraz za Lorencovu silu:
ut—u- q

= @ +i )% B"
At 2y"me ¢ )
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V'xSs

Slika 5. Rotacija vektora brzine

Figure 5. Rotation of a velocity

¢ime smo u potpunosti odvojili elektricno i mag-
netno polje; y" = 1+(%j . Ovako definisan iz-

raz za Lorencovu silu predstavlja rotaciju vek-
tora u $to se moze videti sa slike 5.

Prvo uvecamo vektor z~ do vektora i’ koji je
normalan nau* —u” i B:

=

i =i i <1 3)

D T

Ugao izmeduu™ iu' je =, $to se moée videti sa

\]

slike. Odavde sledi da je 7 =982 Kako je
2ymc
ii* —ii~ paralelan i’ x B imamo da je:
it =u +u'xs 4

gde je vektor s paralelan Bi njegova magnituda
2

. . —~_2 -
mora zadovoljavati uslov ‘u" =t
. 20
1+

Sada smo izracunali novu vrednost impulsa i
moZemo pomeriti ¢esticu koristeci:

1
qn+5
u

At
n+ =

v ? (5)

n+l

X =x"+
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gde je

l —_
n+— u
2 =142

Kona¢ni algoritam glasi:

. Izracunati koriste¢i (1)

. Izracunati

. Izracunati i

. Odraditi pola rotacije koristeci (3)

. Odraditi jos pola rotacije koristeci (4)
. Izracunati koriste¢i (2)

. Izracunati

. Pomeriti Cesticu koristeci (5)

0N AW =

Racunanje struja

U simulaciji Cestice nemaju tackast oblik veé
su oblika ¢elije (kvadratnog oblika) ¢ime se izbe-
gava divergencija elektri¢nog polja tackastih
naelektrisanja kada se ona nadu na malim udalje-
nostima. U plazmama koje su analizirane srednji
slobodni put elektrona je dosta velik i verovat-
noca sudara sa drugim elektronima je mala te se
sudari bliskih elektrona zanemaruju.

Esirkepov metod (Esirkepov 1999). Metod
se sastoji u razlaganju putanje Cestice na manje
celine unutar svake ¢elije. Struja generisana kre-
tanjem Cestica proporcionalna je brzini Cestice i
njenoj gustini naelektrisanja. Kako je brzina
svetlosti najveca brzina u prirodi tako ni Cestice u
simulaciji se ne mogu kretati brZe od nje. Ovim
uslovom se ograni¢avamo da Cestica u jednom
vremenskom trenutku moze proci kroz najvise tri
céelije. Cilj je razdvojiti putanju Cestice i izracu-
nati doprinos struje za svaku ¢eliju posebno.
Kako je u simulaciji kori$¢ena linearna interpo-
lacija doprinos struje je veoma jednostavno iz-
racunati.

U prvom koraku je portebno izracunati kroz
koliko ¢elija se Cestica kretala i koje su to éelije.
Kada se odredi kroz koje ¢elije je Cestica prosla
potrebno je izracunati pocetnu i krajnju koordi-
natu te Cestice u ¢eliji. Pocetna i krajnja koordi-
nata se racunaju u odnosu na centar Celije jer ¢e
na taj nacin biti olakSano kasnije racunanje do-
prinosa struje svakom ¢voru. Doprinos struje
svakom ¢voru ¢e biti deo povrsine Cestice koji se
nalazi u njegovom kvadratnu u odnosu na centar
céelije. Kada se cela putanja podeli na delove izra-
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¢una se svaki doprinos pojedinacno i deponuje
na odgovarajuce ¢vorove.

Resavanje Maksvelovih jednacina

Maksvelove jednacine su reSavane koris-
¢enjem FDTD (finite-difference time-domain
method). Vremenski zavisne Maksvelove jedna-
¢ine su diskretizovane i reSavane leapfrog meto-
dom koji je opisan u odeljku za pomeranje
Cestica. Diskretizovane Maksvelove jednacine:

el _pn [EOAFLE
E" -E" =V*xB 2_-J 2
dr
el o, L
B 2 _B 2 —
— _v + En
dr x
gde su operatori V* vektori definisani kao:
v ik —
_ fi+14j,k _fi._i,k fiJH,k _fz:,j,k fi,_i,k+1 _fi,j,k
dx ’ dy ’ dz
v_fi,j.k =
_ fi,j.k _fi,j,k fH ik _fi,j—l.k fi,j,k _fi,j,k—l
dx dy ’ dz

Kada se raspiSu diskretizovane Maksvelove
jednacine koristeci definisane operatore dobijau
se jednacine koje direktno mogu da se imple-
mentiraju u simulaciju. Prvo se izraCuna pro-
mena za magnetno polje:

1 n _n
g7 g _Eup "B At
x(@i.j) — Tx(.)) Ay )
1 n _mn
B —pr _Fan~Eai At
V. j) T TG Ax )
nek
2 —
B} =
n n n n
-B"  _ Eip ~Eij _Ec(i,j)_Er(i,j—l) At
D Ax Ax 2

Zatim se izraCuna promena za elektri¢no
polje:

Bn+l— Bn+15 1

+= i —D . n+—

2 _mn 2(i,j+1) 2G.)) 2.
Ex(i.j) _Ex(t}j) + Ay Jx(i.j) At

n
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1 1
n+— +=

n
et B,%,—-B,? .l
2 _mn z(i,j+1) 2G.)) 2 |,
Eij =Eyip+ Ax T | At
1
EVl‘F* _E”
wii) = Faip T
1 1 1 1
Bn+— _Bn+7 Bn+§ _p"3 |
wijrn By Do TBap e | g,
Ay Ax (i)

Sada je potrebno izracunati preostalu polo-
vinu magnetnog polja:

1 n+l _ i+l
Bl g2 Eliy ~Elij At

x(.j) — Pxg) Ay 3

1 n+l _ g+l
gl g2 CEG) —E A

vi.d) = Pyi) Ax 2
n+l __
Bli) =
1 n+1 _ pon+l n+1 _ pon+l
_B"7_ Eiiy By By Bl | M
A Ax Ay 2

Interpolacija polja na lokaciju
Cestice

Interpolacija polja se vr§i racunanjem povr-
Sinskih teZina u odnosu na ¢vorove resetke, Sto se
moze videti na slici 6.

Ako sa E obeleZimo polje na lokaciji Cestice
onda iz interpolacije imamo:

E, = EA +EA, Z EA,+EA,

gde je A4 povrsina ¢elije.

Granicni uslovi. U simulaciji su kori§¢eni
periodic¢ni grani¢ni uslovi za polja po y osi dok su
po x osi granice bile otvorene. Kod Cestica su
kori§éene samo otvorene granice po svim osama.

Prozor simulacije. Prostor koji bi bio po-
treban da se simulira celokupno kretanje lasera
kroz plazmu bi zahtevao ogromne hardverske
resurse. Da bi se ovaj problem re$io uveden je
pomerajuci prozor koji je pratio laser kako se
kretao kroz plazmu. Brzina prozora u proseku
mora biti ista brzini svetlosti. Zbog toga §to
vremenski korak i rezolucija po x smeru nisu iste,
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Slika 6. Interpolacija polja na poziciju Cestice

Figure 6. Field interpolation of particle's position

prozor se ne sme pomerati za svaku iteraciju. Da
bi simulacija bila numericki stabilna mora zado-
voljavati uslov (Courant condition):
1 1 1
2 2 > 2 2 "
At Ax® Ay

Odredene iteracije prozor mora mirovati kako bi
se u proseku kretao brzinom svetlosti i time po-
stizemo da laser ostane u simulaciji. Kada se
prozor pomeri plazma sa desne strane se uklanja,
a nova plazma se dodaje na desni kraj prozora.
Uklanjanje plazme koja izlazi iz prozora sa leve
strane je moguce uraditi jer infomracija ne moze
putovati brze od brzine svetlosti te uklonjena
plazma nema nikakav uticaj na mehur i novu
plazmu.

Zahvalnost. Zeleo bih da se zahvalim men-
toru Mariji Vrani¢ na pomo¢i i sugestijama bez
kojih ovaj projekat ne bi uspeo. Takode bih Zeleo
da se zahvalim Miroslavu Bogdanovicu, Marku
Kuzmanovicu i Ognjenu Markovic¢u na sugesti-
jama i pomo¢i oko pisanja simulacije. Takode bih
Zeleo da se zahvalim mom tati, najboljoj tehnickoj
podrsci na svetu.
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Aleksandar Bukva

Influence of Plasma Density on
Laser Wakefield Acceleration

We studied the effects of plasma density on
the acceleration of electrons in the wakefield ac-
celerator. The hypothesis to test was that for ev-
ery laser there exists an optimal density for the
most efficient transfer of energy from the laser to
the electrons. For this study, we developed a 2D
relativistic PIC code, written in the programming
language C and parallelized using the OpenMPI
library. Energies for different plasma densities
are shown in Figure 1. We have found an optimal
density for which the transfer of energy is most
effective and electrons have the highest energies.
The other three densities studied have signifi-
cantly lower electron energies. This result indi-
cates that 2D simulation give qualitatively
similar results as the 3D scaling (Lu et al. 2007)
for the optimal plasma density, and therefore the
initial hypothesis is correct. For quantitative stu-
dies aimed at giving the exact energy spectrum of
self-injected electrons, charge, etc., 3D simula-
tions are required. Further research can vary dif-
ferent initial plasma density profiles and study its
impact on the final energy of the electrons and
the self-injection. O
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