
Igor Marinkovi} i Luka Butulija

Odre|ivanje distribucije sila u
granularnim materijalima

U na{em radu predstavljamo rezultate serije eksperimenata za utvr|ivanje

distribucije sila u trodimenzionom neure|enom pakovanju ~eli~nih kuglica, koje

predstavljaju na{ granularni materijal. Izvr{eni eksperimenti pokazuju da distri-

bucija raste eksponencijalno za pimenjeni raspon sila, koji smo prethodno odre-

dili kao optimalni raspon za metod koji smo koristili. Oblik raspore|ene sile i

vrednost eksponencijalnog rasta su konstantni, a na dobijene vrednosti zanemar-

ljivo su uticali po~etni uslovi pripreme eksperimentalne aparature. Dobijena fun-

kciona forma distribucije sila pokazuje doslednost u primenjenom rasponu sile u

kojima je merena i u skladu je sa o~ekivanim rezultatima.

Uvod

Materijali sa kojima ~ovek najvi{e manipuli{e tokom ostvarivanja
raznih tehnolo{kih procesa su fluidi, odnosno voda; na drugom mestu
nalaze se granularni materijali. Na primer, ve}ina prehrambenih proizoda
u nekoj fazi svoje proizvodnje nalazi se u obliku zrnastog materijala.
Manipulacija granularnim materijalima prilikom dobijanja metala, legura,
keramike, stakala, plasti~nih materijala i betona je nezaobilazan tehnolo{ki
proces. Ve}ina osnovnih produkata farmaceutske i kozmeti~ke industrije je
u obliku zrnastog materijala. Iz prethodnog je jasno da dublje razumevanje
pona{anja granularnih materijala mo`e da doprinese ogromnim u{tedama
tokom raznih tehnolo{kih procesa. Tako|e, za razumevanje ve}ine geo-
lo{kih procesa bitno je pravilno shvatanje pona{anja zrnastih sistema. To
nam mo`e omogu}iti pravilniju predikciju pojave lavina, odrona, zemljo-
tresa i vulkana. Pod granularnim materijalima podrazumevamo ansamble

velikog broja makroskopskih objekata reda veli~ine od 1 �m do nekoliko
centimetara (Kadanoff 1999). Smatra se da ti objekti, granule, interaguju
prilikom sudara ili tokom trajnijih me|usobnih kontakata. Osnovna karak-
teristika te interakcije je disipacija njihove kineti~ke energije u toplotnu.
Zbog toga granularni sistem mo`e biti u kretanju samo ukoliko postoji
neka eksterna pobuda (npr. vibracije, ili tok nekog fluida unutar sistema,
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smicanje, itd.). Obi~no se podrazumeva da je veli~ina granula ve}a od
nekoliko desetina mikrona, jer tada mo`emo zanemariti dugodometnu
interakciju indukovanu povr{inskim naelektrisanjem koje se javlja usled
trenja. Osim disipacije energije, druga va`na karakteristika granularnih
materijala je voluminoznost granula. To zna~i da same granule zauzimaju
veliki deo zapremine sistema, {to bitno uti~e na kinetiku procesa unutar
granularnog sistema. Za granularne sisteme, za razliku od klasi~nih fluida,
temperatura ne igra bitnu ulogu. Osnovne karakteristike granularnih
sistema su nekohezivnost, ure|enost u samom sistemu kao i repulzivna i
disipativna interakcija me|u samim ~esticama u sistemu. Granularne
materijale karakteri{u oblici neobi~nog pona{anja, koja onemogu}avaju
njihovo svrstavanje bilo u kategoriju ~vrstih tela bilo u kategoriju fluida
(Jaeger i Nagel 1996; Kudrolli 2004). ^ak i najjednostavniji granularni
sistem, stati~na postavka nekohezivnih, sferi~nih ~estica u kontaktu, krije
mnoga iznena|enja.

Naime u prou~avanju granularnih materijala prepoznata je pojava
nazvana Jensenov efekat, koji defini{e visinu stuba pakovanog granula-
rnog materijala posle koje sila koju materijal vr{i na podlogu ostaje nepro-
menjena i nezavisna od dodatog tereta ili pove}avanja visine odnosno
te`ine materijala. Unutra{nje kontaktne sile me|u ~esticama bitno odre-
|uju mnoge osobine tih sistema, kao {to su prostorni raspored u sistemu,
provodljivost zvuka kroz sistem ili apsorpcija sila. Podjednaka raspodela
sila mogu}a je samo u kristalnim strukturama upotrebom identi~nih
~estica. U realnim granularnim sistemima i najmanje odstupanje, u vidu
varijacija, promene veli~ine ~estica kao i odstupanja od strukture pako-
vanja, dovodi do svojstvenih nelinearnih osobina trenja i drugih interakcija
unutar sistema me|u ~esticama. Kao rezultat, sile se prenose kroz mate-
rijal u vidu „lanaca sila“ koji ~ine razgranatu mre`u kontakata me|u ~esti-
cama i podrazumevaju trenje me|u ~esticama.

Nekoliko fundamentalnih pitanja ostaje nerazja{njeno. Dok su ra~un-
arske simulacije dale odgovor na raspored sila kao i principe i funkcije
njihovog provo|enja kroz materijal, nije poznato ta~no kolikim silama
pojedina~no zrno pritiska podlogu, kao ni odre|ene zavisnosti koje poti~u
od visine stuba granularnog materijala.

Eksperiment koji je predstavljen u ovom radu ura|en je po ugledu na
seriju eksperimenata koja je realizovana na Institutu James Franck, Kate-
dre za fiziku Univerziteta u ^ikagu (Mueth et al. 1998; Blair et al. 2001;
Mueggenburg et al. 2002; Erikson et al. 2002). Cilj tih istra`ivanja je bio
dobijanje informacija o distribuciji sila na granicama stati~kih pakovanja
tvrdih sfera. U tim eksperimentima, sile kojima granule deluju na zidove
suda u kojem se nalaze odre|ivane su za razne vrste pakovanja (raz-
ure|ena, kristalizovana, dvo- i tro-dimenzionalna). Cela serija pomenutih
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eksperimenata u nau~nim krugovima dobila je naziv carbon paper

eksperimenti, zbog jednostavne i originalne ideje koja stoji u osnovi tih
merenja

U na{em radu predstavljamo rezultate dobijene serijom sistemati~nih
eksperimenata dizajniranih za odre|ivanje distribucije sila u granularnom
materijalu. Prilikom izvo|enja eksperimentima imali smo mogu}nost
odre|ivanja raspodele sila u zavisnosti od mnogih ~inilaca u vidu pro-
menljive visine stuba granularnog sistema, promenljivih vrednosti sila koje
su vr{ene na pakovanje, kao i nekih ~inilaca prilikom obrade rezultata.

Opis eksperimentalne aparature

Za izvo|enje eksperimenta dizajnirali smo i obezbedili specijalnu
aparaturu (slika 1). Glavni delovi aparature su manualna hidrauli~na
pumpa sa cilindrom, maksimalne sile 20 kN, manometar za merenje
ostvarenog hidrauli~kog pritiska, cilindri sa diskovima, pre~nika 80 i
140 mm i nosa~ aparature.

Granularni materijal koji je kori{}en u eksperimentu je oko 15000
kuglica pre~nika 3.96 mm. Kuglice su zbog potreba eksperimenta bile od
oja~anog ~elika, ~ija je tvrdo}a eliminisala mogu}nost deformisanja a
samim tim i neprecizne rezultate. Kuglice su bez odre|enog rasporeda
stavljene u unutra{njost cilindra. Za dno cilindra, kao i poklopac, kori{}eni
su glatki ~eli~ni diskovi debljine 6 mm. U eksperimentu visina stuba
kuglica je varirala od 50 mm do 150 mm, za oba kori{}ena cilindra.
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Slika 1.
Aparatura
1 – ram
2 – diskovi
3 – cilindar
4 – dizalica

Figure 1.
Aparatus
1 – chassis
2 – discuses
3 – cylinder
4 – hydraulic press



Metod merenja

Pri vr{enju eksperimenta donji disk je bio pri~vr{}en za cilindar, dok
je gornji mogao da klizi kroz cilindar. Nakon {to je cilindar napunjen
kuglicama, dizalica fiksirana za ram delovala je na donji disk konstantnom
silom intenziteta 15 kN navi{e. Cilindar sa kuglicama i diskovima se
kretao navi{e sve do kontakta gornjeg diska sa ramom. Usled toga se
javila sila reakcije koja je delovala na gornji disk (nani`e) koji je tu silu
prenosio na kuglice.

Ovaj metod je poznat kao metod fiksiranog dna. Sistem je tako|e
mogao biti pripremljen i metodom plutaju}eg dna u kome nijedan
poklopac nije fiksiran za cilindar, tj. oba se normalno kre}u kroz cilindar
prenose}i pritisak. Metodom fiksiranog dna se dobijaju rezultati koji vi{e
odgovaraju realnim situacijama u kojima na granularni materijal deluje
jedna normalna sila. Metodom plutaju}eg dna mogu se dobiti druga~iji
rezultati koji se u najve}oj meri odra`avaju na raspodelu sila na zidovima
suda.

Prilikom punjenja cilindra granularnim materijalom, vo|eno je ra~una
da se kuglice pakuju na razli~ite na~ine kako bi se izbegla njihova
prirodna osobina raspore|ivanja u obliku 2D polikristalne strukture na
donjem poklopcu. Kako je o~ekivano, na gornjoj povr{ini kuglice su bile
neravnomernije raspore|ene u odnosu na bazu cilindra (Aste 2005).

Sile kojom svaka kuglica pritiska povr{inu suda bele`ene su kao

otisci pomo}u indigo papira. Izme|u kuglica i povr{ine na kojoj se meri

pritisak bili su postavljeni indigo papir i ~ist beli papir ka kome je, radi

ostavljanja otisaka, bio okrenut sloj mastila. Kori{}en je indigo papir za

{tampanje 80 g/m2. Indigo papir pritisnut kuglicama je ostavljao otiske na
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Slika 2.
Otisak dobijen na
donjem disku suda sa
oko 550 ta~aka

Figure 2.
Carbon-print received
from lower cylinder
disk with aproximately
550 dots



belom papiru. Zatamnjenost i povr{ina otiska zavisila je od sile koja je
delovala na kuglicu. Nakon postizanja `eljene sile na dizalici i dobijanja
otisaka u cilindru, cela aparatura je pa`ljivo rastavljana. Dobijeni otisci na
papiru su skenirani i pripremljeni za analizu. Uzimanje otisaka je vr{eno
na donjem poklopcu (slika 2) i bo~nom zidu suda. Pri merenju dobijano je
od 1000 do 2500 otisaka na zidu suda i od 300 do 700 otisaka na disku
cilindra u zavisnosti od veli~ine kori{}enog suda. Programom kori{}enim
za obradu slika mogli smo da izra~unamo zatamnjenost i povr{inu svakog
otiska.

Da bi se dobila veza izme|u sile koja je delovala na odre|enu kugli-
cu i povr{ine otiska koji je ta kuglica napravila izvr{ena je kalibracija in-
digo papira. Kalibracija je ura|ena delovanjem sile poznatog inteziteta u
te`i{te plo~ice trouglastog oblika, sa ~ije su donje strane bile pri~vr{}ene
tri kuglice. Vo|eno je ra~una da kuglice ne klizaju po papiru time osta-
vljaju}i neadekvatne otiske. Na osnovu poznate sile i izmerenog otiska
koji je napravila svaka od kuglica, na|ena je veza izme|u sile i povr{ine
otiska koji nastane pod dejstvom te sile. Obra|eni otisci koje su kuglice
ostavljale na papiru, pokazali su da zavisnost povr{ine od primenjene sile
raste monotono. Indigo papir koji je kori{}en u eksperimentu imao je
donji prag osetljivosti pri silama od 1.3 N, tako da smo sve otiske ispod te
granice odstranjivali prilikom obrade rezultata. Time smo dobijali manje
otisaka nego {to je njihov stvaran broj na donjem disku. Procenili smo da
ovakvih otisaka na dnu suda ima manje od 5%.

Otiske smo obra|ivali u programu Matlab. Algoritam koji je obra|i-
vao slike dobijene eksperimentom sastojao se iz slede}ih delova:

– u~itavanje slike;
– konvertovanje slike u grayscale image;
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Slika 3.
Rezultati kalibracije
(zavisnost povr{ine
otiska od sile usled
koje nastaje)

Figure 3.
Results of calibration
(dependency of the
print area of acting
force)



– pravljenje negativa slike (photographic);
– konvertovanje slike u binary image;
– uklanjanje svih objekata (otisaka pojedinih granula) koji sadr`e

manji broj pixela od nekog broja zadatog po~etnim parametrima;
– tra`enje granica svih otisaka pojedina~nih granula;
– odre|ivanje povr{ina unutar odre|enih granica za otisak svake

granule;
– odre|ivanje koliko pojedina~ni otisak odstupa od kruga
– ukoliko otisak previ{e odstupa od oblika kruga na osnovu jednog

njegovog dela vr{i se pronala`enje najpribli`nijeg oblika koji
odgovara otisku granule i odre|ivanje njegove povr{ine;

– crtanje histograma (distribucije sila pojedina~nih otisaka);
Fitovanjem rezultata kalibracije dobijena je funkcija zavisnosti povr-

{ine otiska kuglice od normalne sile koja deluje na nju (slika 3). Nala`e-
njem inverzne funkcije dobijena je zavisnost sile od povr{ine otiska, a to
omogu}ava da se na osnovu veli~ine skeniranog otiska kuglice odredi sila
koja je delovala na nju.

Rezultati merenja

U ovom poglavlju bi}e prikazani rezultati merenja distribucije sila
kojima granule deluju na sud u kojem se nalaze. Rezultati koji se odnose
na dno suda i bo~ne zidove bi}e posebno prezentovani. Bi}e pore|eni
rezultati koji su dobijeni kori{}enjem sudova razli~itih pre~nika. Tako|e,
analizira}e se uticaj visine stuba granula na distribuciju sila. Znaju}i zavi-
snost sile od povr{ine otiska koja je dobijema kalibracijom i primenom
predhodno datog algoritma bilo je mogu}e odrediti raspodelu sila na
velikim otiscima.

Na slikama 4-9 je predstavljena zavisnost broja otisaka nastalih ne-
kom silom od intenziteta te sile (distribucija sile). Na ordinatnoj osi je
prikazan logaritam odgovaraju}eg broja otisaka. Dobijena linearna zavi-
snost ukazuje na to da su dobijene distribucije sila eksponencijalnog kara-
ktera, date izrazom

P F b e
a F( ) � � � �

Koeficijenti a i b odre|ivani su fitovanjem zavisnosti logaritma broja
otisaka od sile F linearnom funkcijom. Fitovanje je realizovano metodom
najmanjih kvadrata.

Za sile koje su dovoljno velike, verovatno}a P(F) da granula deluje
na dno suda ili na zid odre|enom silom F eksponencijalno opada sa
porastom F.

Rezultati prikazani na slikama 4 i 6 ukazuju da se distribucija sila za
pakovanje manje visine prote`e do ve}ih vrednosti sila u odnosu na pako-
vanje ve}e visine. Spolja{nja sila se efikasnije prenela do dna suda kroz
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Slika 4.

Distribucija sila na dno cilindra
pre~nika 80 i visine 60 mm.
Koeficijet pravca fitovane
prave
a = –0.037, a odse~ak
b = 4.08. Linearni fit potvr|uje
eksponencijalnu zavisnost
raspodele.

Figure 4.

The distribution of forces in
the bottom of cylinder with
diameter of 80 and height of
60 mm. The slope is a =
–0.037, and the intercept b =
4.08. The linear fit confirms
the exponential dependence of
the distribution of forces.

Slika 5.
Raspodela sila granula na dnu
suda. Sud je pre~nika 140 mm
i visine 50 mm. a = –0.081,
b = 5.06.

Figure 5.
The distribution of forces in
the bottom of cylinder. The
cylinder has a diameter of 140
mm and height of 50 mm.
a = –0.037, b = 4.08.

Slika 6.
Raspodela sila granula na dnu
suda. Sud je pre~nika 80 mm i
visine 100 mm. a = –0.048,
b = 3.86.

Figure 6.
The distribution of forces in
the bottom of cylinder. The
cylinder has a diameter of 80
mm and height of 100 mm.
a = –0.048, b = 3.86.
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Slika 7.
Raspodela sila granula na zid
suda. Sud je pre~nika 80 mm i
visine 50 mm. a = –0.057,
b = 4.47.

Figure 7.
The distribution of forces on
the wall of cylinder. The
cylinder has a diameter of 80
mm and height of 50 mm.
a = –0.057, b = 4.47.

Slika 8.
Raspodela sila granula na zid
suda. Sud je pre~nika 80 mm i
visine 100 mm. a = –0.033,
b = 5.01.

Figure 8.
The distribution of forces on
the wall of cylinder. The
cylinder has a diameter of
80 mm and height of 100 mm.
a = –0.033, b = 5.01.

Slika 9.
Raspodela sila granula na zid
suda. Sud je pre~nika 80 mm i
visine 150 mm. a = –0.028,
b = 5.01.

Figure 9.
The distribution of forces on
the wall of cylinder. The
cylinder has a diameter of
80 mm and height of 150 mm.
a = –0.028, b = 5.01.



pakovanje manje visine. U pakovanju ve}e visine znatan deo spolja{nje
sile se prenosi na bo~ne zidove suda, i ova pojava je od ranije poznata
kao Jensenov efekat. U pakovanju manje visine efekat zidova ne dolazi
toliko do izra`aja i zato do granula na dnu suda uspevaju da se prenesu
ve}e sile, a time se i distribucija sila {iri.

Pore|enjem rezultata sa slika 4 i 5 vidimo da je distribucija u`a za
slu~aj {ireg suda jer se ista spolja{nja sila razla`e na znatno ve}i broj gra-
nula na dnu suda.

Upore|ivanjem rezultata prikazanih na slikama 7, 8 i 9 mo`emo pri-
metiti da porast visine pakovanja granula u sudu dovodi do {irenja
funkcije raspodele sila koja odgovara zidovima suda. To je razumljivo jer
spolja{nja sila kojom se deluje bolje se randomizuje u sloju uz zid suda
ukoliko je stub granula vi{i. Ako bi se u sudu nalazio samo jedan sloj
granula, tada bi distribucija sila na dno suda bila samo jedan pik koji bi se
pomerao levo ili desno u zavisnosti od veli~ine spolja{nje sile. U tom
slu~aju, veoma mali deo spolja{nje sile bi se preneo na zid suda. Sa
porastom broja slojeva granula u pakovanju, spolja{na sila }e se sve
efikasnije prenositi na zidove suda. Slojevi granula prenose spolja{nju silu
u raznim pravcima kroz pakovanje, {to dovodi do toga da se rezultuju}e
sile koje deluju na pojedina~ne granule donjeg sloja (uz dno suda), a i
sloja uz zidove, me|usobno veoma razlikuju. Te razlike su ve}e (rando-
mizacija sila je bolja) ukoliko se spolja{nja sila prenosi kroz pakovanje
ve}e visine (kroz vi{e slojeva). Koeficijent pravca raspodele suda visine 5
i 10 cm se znatno vi{e razlikuje nego {to je slu~aj izme|u koeficijenata
raspodele za visine 10 i 15 cm. S obzirom da nemamo rezultate za ve}i
broj razli~itih visina ne mo`emo nacrtati grafik zavisnosti koeficijenta
pravca fitovanih prava raspodela od visine stuba, ali mo`emo pretpostaviti
da }e ta funkcija eksponencijalno opadati.

Na osnovu vrednosti koeficijenata pravca mo`emo re}i da kako pove-
}avamo visinu stuba i {irinu suda tako koeficijent pravca prave kojom
smo fitovali raspodelu raste, dok za zidove suda va`i obratno. Tako|e
mo`emo re}i da je ta promena izra`enija kod zidova nego na dnu suda.

Zaklju~ak

U radu je eksperimentalno prou~avana distribucija sila kojima gra-
nularni materijal deluje na zidove suda u kojem se nalazi. Za tu svrhu
izgra|ena je eksperimentalna aparatura koja carbon-paper metodom odre-
|uje distribuciju sila, kako na dno suda, tako i na bo~ne zidove. Aparatura
je omogu}avala merenje sila koje su ve}e od 1.3 N. Su{tinska ograni~enja
metoda nisu dozvoljavala merenja manjih sila. Svi rezultati su pokazali da
distribucija sila eksponencijalno opada sa porastom sile. Dobijeni rezultati
su u saglasnosti sa nedavno ura|enim merenjima Jaegerove grupe na
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Univerzitetu u ^ikagu (Mueth et al. 1998; Blair et al. 2001; Mueggenburg
et al. 2002; Erikson et al. 2002). Dalje analize i merenja su mogu}a pre
svega u domenu izu~avanja granularnih smesa. Za sada ne postoje
eksperimentalni podaci za distribuciju sila na granici polidisperznog gra-
nularnog materijala. Unapre|enjem, pre svega metode obrade otisaka
dobijenih u ekperimentu, mogu}e je otvoriti put izu~avanju prirode sila
koje deluju u vi{ekomponentnim granularnim materijalima.

Zahvalnost. Zahvaljujemo na mentorskoj pomo}i prof. dr Slobodanu
Vrhovcu i dr Zorici Jaksi} sa Instituta za fiziku u Beogradu, i na stru~noj
pomo}i Uglje{i Mili}u.
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Igor Marinkovi} and Luka Butulija

Determing Force Distribution in Granular Medium

In this paper we present the results of systematic experiments for de-
termining the distribution of normal forces at the boundaries of static three
dimensional random packing of monodisperse steel beads, which represent
granular material. The experiments in this paper are modeled based on a
series of experiments which were performed on the James Franck Insti-
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tute, Department of Physics, University of Chicago (Mueth et al. 1998;
Blair et al. 2001).

To perform the experiment we designed a special apparatus (Figure
1). The main parts of the apparatus were a manual hydraulic pump, pres-
sure gauge for measuring the actual hydraulic pressure, two cylinders with
discs with a diameter of 80 mm and 140 mm and a standing carrier for
the apparatus. Granular material used in the experiment was about 15 000
steel balls, 3.96 mm in diameter. In the experiment, the height of granular
packing in both cylinders varied from 50 to 150 mm.

Forces that were transferred by each bead on the bottom of the cylin-
der to the disc were registered as dots on carbon paper (Figure 2). After
calibrating the carbon paper we were able to measure the force by measur-
ing the size of dots (Figure 3).

The results (Figure 4-9) show an exponential distribution of force on
the wall and bottom of the cylinder containing the granular material. It is
also shown (Figures 4-5) that the shorter package of granules is able to
transfer more force to granules on the bottom, and therefore the distribu-
tion of force is wider and extends to larger values than higher packing of
granules. It can be assumed that the gradient of the distribution's fitting
curves depends exponentially on the material's height. It is observed that
an increase in height of packing of granules in the cylinder leads to the
spread of the distribution on walls of the cylinder (Figures 7-9). The re-
sults are consistent with the recently completed measurements of Jaeger’s
group at the University of Chicago (Mueth et al. 1998; Blair et al. 2001;
Mueggenburg et al. 2002; Erikson et al. 2002). Further analysis and mea-
surements are possible, especially in the field of study of granular mix-
tures. By improving methods of registering force and processing images
obtained in the experiment, it is possible to pave the way for studying the
nature of forces acting in mixtures of granular materials.
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