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Ispitivanje osobina
scale-free mrezZa
generisanih po
Barabasi-Albert modelu

Veliki broj fenomena iz svakodnevnog Zivota moZe
se opisati primenom modela mreZa. Prvobitno je
smatrano da su realne mreZe najbolje opisane ran-
dom mreZama, ali proverom njihovih karakteristika
uocene su bitne razlike. Ispostavilo se da se najveci
broj realnih mreZa ponaSa kao scale-free mreZe. U
ovom radu su ispitivane osobine scale-free mreZa
generisanih Barabasi-Albert (BA) modelom. Prover-
ili smo zavisnost vrednosti clustering i small-world
koeficijenta od pocetnih parametara vezanih za BA
model, i primetili da oni znacajno uticu na grafik
zavisnosti broja ¢vorova od njihovog stepena. Stoga
smo detaljno ispitali vremenski interval potreban da
se njihovo dejstvo izgubi.

Uvod

Mreza predstavlja skup ¢vorova i veza koje pos-
toje izmedu njih. Neke znacajne veze u svakodnev-
nom Zivotu mogu se okarakterisati kao mreZze. Kao
najtipi¢niji primer moZemo uzeti internet, gde svaka
stranica predstavlja ¢vor, a linkovi ka drugim strani-
cama veze izmedu njih. Kao mreZu je moguce pred-
staviti i saradnju medu glumcima, gde glumci
predstavljaju ¢vorove, a veza izmedu njih postoji ako
su glumili u istom filmu. Na isti ili slican nacin je
mogude opisati jo§ mnogo stvari iz svakodnevnog
zivota. Da bi lakSe opisale i objasnile pojave kod
ovakvih mreZa u svakodnevici, zapocCeta su njihova
detaljnija istrazivanja. Prvobitno je smatrano da su
realne mreZe najbolje opisane random mreZama. To
su mreZe u kojima je svaka veza izmedu dva ¢vora
podjednako verovatna i svi ¢vorovi imaju (u sred-
njem) priblizno isti broj veza. Raznim istraZivanjima
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i proverom karakteristika realnih mreZa uocCene su
bitne razlike izmedu njih i random mreZa. Ispostavi-
lo se da je najvedi broj realnih mreZa u stvari scale-
free (Albert i Barabasi 2002). Odlika prepoznavanja
ovih mreZa su preferencijalni ¢vorovi. To su ¢vorovi
koji su najpopularniji, tj imaju najviSe veza sa ostat-
kom mreZe. Njih ima malo, pa se ve¢ina mreZe sas-
toji od ¢vorova koji su povezani tek sa nekoliko veza
i to najverovatnije sa nekim preferencijalnim ¢vo-
rom. Pokazano je da zavisnost broja ¢vorova od nji-
hovog broja veza, tj stepena Cvora, stepeno opada,
$to se moZe videti na slici 1. Ovaj grafik je dobijen
u naSoj simulaciji.
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Slika 1. Zavisnost broja ¢vorova od njihovog stepena
(broj linkova tog ¢vora) za scale-free mreZe.

Figure 1. Number of nodes dependence on their
degrees (number of links of the not) for scale-free
networks

U ovom radu smo generisali i ispitivali osobine
Scale-free mreZa za razne parametre i posmatrali ka-
ko se ponaSaju pri njihovom rastu i evoluciji. Neki
od posmatranih parametara su i clustering koefici-
jent, broj ¢ija je vrednost izmedu nula i jedan i opi-
suje povezanost ¢vorova u okolini jednog ¢vora, i
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small-world koeficijent koji predstavlja koliko je na-
jmanje koraka potrebno da se dode od jednog do bilo
kog drugog ¢vora.

Jedan od nacina za generisanje, a koji smo i mi
koristili, je BarabaSi-Albert (BA) model (Albert et
al. 1999). Ovaj model se definiSe na slede¢i nacin:
krecuéi se od malog broja random povezanih
¢vorova np sa verovatnoom povezanosti po, u

svakom koraku dodajemo ¢vor sa m(S< no) novih
veza (koje ¢e biti povezane sa ¢vorovima koji su vec
prisutni u sistemu).

Prilikom biranja sa kojim starim ¢vorom e da se
poveZe novi ¢vor, podrazumevamo da ¢e verovatno-
éa vezivanja P(k;) za taj &vor i zavisiti od koefici-
jenata povezanosti k; kao u formuli (1).

Pk) = K/ Y K (M
J

Posle ¢ koraka dobijamo mreZu sa N =tm t+nq
¢vorova. Tokom vremena, pocCetna random mreZa
evoluira u Scale-free mrezu. Kod ovako generisanih
mreZa distribucija broja ¢vorova od njihovog stepena
se ponasa kao stepeno opadajuca funkcija sa koefici-

jentom Y = 3 (Albert et al. 1999).

Simulacija

U simulaciji je svaki ¢vor u mreZi numerisan
rednim brojem. MreZa je predstavljena kao matrica
veli¢ine N [N gde je N broj &vorova. Svako polje
sadrzi informaciju da li su ¢vorovi, pod rednim bro-
jem koordinata tog polja, povezani ili ne. PoSto veze
nisu usmerene, informacije u poljima P[{][;] i P[j][i]
su identi¢ne. Zbog toga je koriS¢ena trougaona ma-
trica koja zauzima duplo manje memorije.

Prilikom startovanja simulacije generiSe se ran-
dom mreZe, po uzoru na BA model, veli¢ine i vero-
vatnoce povezanosti prema ulaznim podacima.
Naredni korak je dodavanje ¢vorova, takode po uzo-
ru na BA model. U toku simulacije mogude je
izracunati sledece karakteristike mreZe:

1. clustering koeficijent: za jedan ¢vor, koefici-
jent se racuna tako Sto se zapiSu svi njegovi susedi,
ne racunajuci sam ¢vor. Zatim se prebroje sve veze
medu njima i to se podeli sa brojem veza potpuno
povezane mreZe. Postupak se ponovi za sve ¢vorove
i rezultat se usrednji. Dobijeni broj se smatra cluster-
ing koeficijentom;
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2. srednje rastojanje izmedu dva ¢évora, polu-
precnik mreze, ili small-world koeficijent: za jedan
¢vor odredimo najkrace puteve do svih ostalih ¢vo-
rova. Zatim ta rastojanja usrednjimo. Isto postupimo
sa svim ¢vorovima. Srednje udaljenosti raCunate za
sve ¢vorove ponovo usrednjimo. Dobijeno rastojanje
predstavlja small world koeficijent mreze. Nacin na
koji je on racunat u ovoj simulaciji je sledeci:

— izbere se bilo koji ¢vor i njegova vrednost se

postavi na 0

— svi njegovi susedi se postave na 1

— rekurzivno se na dalje ¢vorovi obeleZavaju sa

2,3,4...,dok se ne dode do kraja

— prilikom upisivanja indeksa svakog ¢vora

broji se koliko ih ima brojac¢ima ki, k2, k3...

— zatim se izraCuna srednje rastojanje za taj

&vor formulom (ki + k22 + k33 + ...)/
(k1 + ko + k3 + ..)

— ceo postupak se ponovi za sve ¢vorove i us-

rednji se.

Takode je moguce se u toku simulacije u fajl
ispiSe trenutna distribucija broja ¢vorova po njiho-
vom stepenu.

Rezultati

Prva ispitivana osobina je bila clustering koefici-
jent. Ispitivali smo zavisnost od veli¢ine mreze, od-
nosno kako se clustering koeficijent menja tokom
rasta i evolucije mreZe. Slika 2 prikazuje tu zavisnost
za pocetne vrednosti m = 5, no = 10 i po = 0.5.
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Slika 2. Zavisnost clustering koeficijenta od veli¢ine
mreZe

Figure 2. Clustering coefficient dependence on the
network scale
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Primecuje se da je ova zavisnost linearna na log-
log grafiku iz Cega zakljuCujemo da je zavisnost
stepena. 1z tog razloga smo fitovali na funkciju (Al-
bert i Barabasi 2002):

fx)=a+bx © 2)

Vrednost koeficijenta a koja se dobija fitovanjem
je priblizna nuli sa greSkom nekoliko puta ve¢om od
same vrednosti. Iz toga smo zakljucili da ova zavis-
nost teZi nuli kada veli¢ina mreZe teZi beskonacnosti.
Modifikovali smo funkciju na koju se fituje dati
grafik u

) = ax® G)

Menjali smo broj linkova koji se dodaju pri
svakom dodavanju noda i posmatrali kako se men-
jaju koeficijenti a i b. To se moZe videti na slikama
3i4.

Koeficijent a
~

Slika 3.

Zavisnost koeficijenta a iz formule (3) od m za no =
10ip,=05

Figure 3.

Coefficient a in formule (3) dependence on m for ny =
10 and po = 0.5

Na slici 3 se primecuje da koeficijent a linearno
raste. On je skalar, pa njegovim povecavanjem dobi-
jamo samo uvecane brojke na grafiku datom na slici
2 bez znacajnijih promena oblika same funkcije. To
znaci da poveéavanjem vrednosti ulaznog parametara
m, mozemo linearno povecavati i sam clustering
koeficijent.

Objasnjenje ove osobine sastoji se u tome $to
povecavanjem parametra m, koji predstavlja broj
veza kojim se vezuju novi ¢vorovi za stare, poveca-
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vamo i srednji broj veza po ¢voru. Koeficijent b ne-
ma uocljivu zavisnost, pa pretpostavljamo da je on
konstantan za svako ispitano m. Ovaj koeficijent pre-
dstavlja stepen opadanja, tj. od njega zavisi kojom
brzinom ¢e se smanjivati vrednost clustering koefici-
jenta. ZakljuCujemo da parametar m ne uti¢e na sam
oblik opadajuée zavisnosti prikazane na slici 2.
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Slika 4.

Zavisnost koeficijenta b iz formule (3) od m za no =
10ipo,=05

Figure 4.

Coefficient b in Equation (3) dependence on m, for n,
=10 and p, = 0.5

Druga ispitivana osobina je small-world koefici-
jent. Posmatrali smo njegovu vrednost takode u zav-
isnosti od veliine mreZe. Slikom 5 je predstavljena
ta zavisnost za sledece poCetne parametre: m = 5,
no =101 po =0.5.

Na log-lin grafiku se primecuje linearna zavis-
nost iz ¢ega zakljucujemo da je zavisnost logaritam-
ski rastuca. Fitovali smo je na funkciju (Albert i
Barabasi 2002):

f @) =a+ b logx “)

I u ovom slucaju nas je takode interesovala zav-
isnost koeficijenata fita @ i b od parametra m. Te
zavisnosti su prikazane na graficima 6 i 7.

Koeficijent @ u ovom slucaju predstavlja kolika
je teorijska vrednost small-world koeficijenta kada bi
veli¢ina mreZe bila nula. Ta veli¢ina naravno nema
realni smisao, ali je zanimljivo primetiti da se i ona
ponasa prili¢no pravilno i da linearno opada sa
povecanjem vrednosti parametra m.
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Slika 5.
Zavisnost small-world koeficijenta od veli¢ine mreZe.

Flgure 5.
Small-world coefficient dependence on the networc scale
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Slika 6.

Zavisnost koeficijenta a iz funkcije (4) od broja m za
no=101p, =05

Figure 6.

Coeficient in Formula (4) dependence on m, for no =
10ip,=05

Koeficijent b je skalar grafika na slici 5. To zna-
¢i da su vrednosti linearno zavisne od njega, ali da
sam oblik tog grafika nije. Kao i koeficijent a tako
i koeficijent b opadajuca, ali stepena funkcija.
Objasnjenje ovakvog ponasanja ove funkcije se
svodi na isto kao i kod clustering koeficijenta.
Povedavanjem parametra m se povecava sama kon-
centracija veza medu ¢vorovima, pa se put izmedu
dva ¢vora smanjuje.
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Slika 7.

Zavisnost koeficijenta b iz funkcije (4) od broja m za
no=101p, =05

Figure 7.

Coefficient b in function (4) dependence on m, for no =
10 and p, = 0.5
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Figure 8.

Distribucija broja ¢vorova po njihovom stepenu

Figure 8.
Distribution of the number of nodes by their degree

Jedna od glavnih osobina scale-free mreZa je ste-
peno opadajuca zavisnost distribucije broja ¢vorova
od njihovog stepena. Slika 8 predstavlja upravo tu
distribuciju za parametre m = 5, no = 10 i po = 0.5
i n = 10000.

Na grafiku se primecuje odstupanje od predvide-
ne stepene zavisnosti za velike stepene ¢vora. To se
moZe objasniti ostacima pocetnih uslova. Prilikom
generisanja pocetne random mreZe mi postavljamo
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odredeni broj veza izmedu pocetnih ¢vorova. Prili-
kom dodavanja novih ¢vorova, ovi pocetni imaju
veliku Sansu da budu izabrani da se na njih prikaci
novi &vor. Sto dalje ponovo povecava $ansu kod no-
vo dolaze¢ih &vorova, i tako u krug. Cvorovi koji
dolaze se ponaSaju kao scale-free, ali pocetni ne.
Zato smo ispitali koliko novih ¢vorova je potrebno
da se doda da bi pocetni uslovi izgubili znacaj.

Da bi smo to odredili posmatrali smo koliki se
udeo ¢vorova moZe smatrati scale-free u zavisnosti
od veli¢ine mreZe. To direktno znaci prebrojavanje
broja ¢vorova koji imaju stepen odredene vrednosti
ili vedi. Zbog preciznosti simulaciju smo pustali sa
istim parametrima 100 puta i pamtili distribucije bro-
ja ¢vorova od njihovog stepena na svakih 1000 do-
davanja.

Posle smo izracunali srednju vrednost za sto pona-
vljanja za svaku veli¢inu mreze do 10000. Vizuelno
smo odredili gde je granica scale-free dela i podelili
sa ukupnim brojem ¢vorova u tom delu. Postupak
smo ponovili za sve grafike od 1000 do 10000. Do-
bijena zavisnost je data na slici 9 za parametre m =
=5,n=101po = 0.5.
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Slika 9. Zavisnost udela scale-free dela mreZe od njene
veli¢ine

Figure 9. Portion of the scale-free part of the network
dependence on its size

Ova zavisnost za n = § teZi jedinici. Kada iste
ove rezultate prikazemo tako §to y oduzmemo od 1,
i stavimo log-log skalu, dobijamo linearanu zavis-
nost. To je prikazano na slici 10.

Ovu zavisnost smo fitovali na

F@=1-@ay” (5)

ZBORNIK RADOVA 2005

0.10 T

0.09 4

1 -y (procenat koji je scale-free)

Velicina mreze

Slika 10. Zavisnost udela “ne scale-free” dela mreze od
njene veliCine

Figure 10. Portion of the “non-scale-free” part of the
network, dependence on its size

Koeficijent a je skalar grafika, a koeficijent b
predstavlja brzinu kojom grafik tezi nuli. Na slikama
10 i 11 se moZe primetiti da broj ¢vorova koji nisu
u “scale-free” delu, tokom povecavanja iteracija tezi
nuli. To je znak da ako dovoljno dugo budemo pove-
davali naSu mreZu, taj deo ¢e postati beznacajan, ali
ée uvek postojati. Da bi smo videli kako se ponasaju
koeficijenti fita pri raznim vrednostima ulaznih para-
metara menjali smo veli¢inu pocetne random mreZe
i dobili zavisnost parametara a i b od veli¢ine poce-
tne random mreze no (slike 11 i 12).
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Slika 11. Zavisnost koeficijenta a iz formule (5) od
veli¢ine pocfetne random mreZe.

Figure 11. Coefficient @ in formula (5) dependence on
the size of the starting random network
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Slika 12. Zavisnost koeficijenta b iz formule (5) od
veli¢ine pocetne random mreZe

Figure 12. Coefficient b in formula (5) dependence on
the size of the starting random network

Sa slika 11 i 12 se moZe uociti da i skalar i ste-
pen grafika na slici 10 stepeno rastu sa povecanjem
pocetne random mreZe. Iz ovoga zaklju¢ujemo da
ako zelimo da sa $to manje iteracija dobijemo scale-
free mrezu, potrebno je staviti kao poCetni parametar
$to manju random mreZu. To takode sledi iz Cin-
jenice da prilikom generisanja velikih random mreZa,
svaki njihov ¢vor ima u proseku duplo manje veza
nego Sto je sama veliina mreZe, za po = 0.5, tako da
prilikom dodavanja sledec¢ih ¢vorova svi ée se vezi-
vati za njih, a ne za one koji su tek dodati. Sto je
mreZa veca, efekat je izraZeniji.

Zakljucak

U radu je opisan 1 ispitan uticaj pocetnih uslova
na mreZu. Iz priloZenih rezultata moZemo zakljuciti da
ako napravimo dovoljno veliku mreZu, pocetnih par ta-
Caka se moze zanemariti uz veoma malu gresku, ali ¢e
njihov trag uvek ostati. Takode je pokazano da sa Sto
manjim pocetnim random mreZama dobijamo manji
trag pocetnih uslova.

Takode je ispitano ponaSanje smallworld i clas-
tering koeficijenta od pocetnih uslova. Dobijeno je
da oba koeficijenta zavise od broja veza koji se do-
daju prilikom svakog dodavanja novog ¢vora.

Ovaj rad ima puno mesta za proSirivanje. Mogu-
ée je ispitati i zavisnost memorijskog efekta od para-
metra m, kao i clustering i small-world koeficijenta

90 e+ PETNICKE SVESKE 58

od veli¢ine pocetne random mreZe. Takode je mogu-
ée varirati parametar po koji je bio konstantan. U ceo
sistem je moguce dodati moguénost da parametar m
ne bude konstantan nego da varira po odredenom pra-
vilu, kao i da nova veza ne mora da bude samo izme-
du novog i starog ¢vora, nego i izmedu dva stara.
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Milos Sreckovic

The Characteristics of Scale-free
Networks Generated According to the
Barabasi-Albert Model

A large number of phenomena from everyday
life can be described using models of networks. It
used to be considered that real networks are best de-
scribed using random networks, however, major dif-
ferences were noticed when their characteristics were
compared. It turned out that most real networks be-
have similarly to scale-free networks.

In this paper the properties of scale-free net-
works generated according to the Barabasi-Albert
(BA) model (Albert and Barabasi 2002) were exam-
ined. The dependence of the values of the clustering
coefficient and the small-world coefficient from the
initial parameters connected to the BA model was
checked, and it was noticed that the initial parame-
ters influence the graph of the number of nodes in
respect of their number of links. Because of that, the
time interval after which the initial parameters lose
all significance was examined afterwards. @
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