Biljana Gaji¢

Osobine samonepresecajucih puteva
u ravni

Samo-nepresecajuce putanje predstavijaju dobar model, pre svega za razlitite
osobine makro-molekula. I pored svoje jednostavnosti, parametri modela se retko
kad mogu naci analitickim putem. U ovom radu su ispitivane neke od osobina
samo-nepresecajucih putanja na kvadratnim, trougaonim i Sestougaonim mrezama
u ravni, uz pomoc¢ Monte Karlo simulacija.

Geometrija razmatranih mreza

Mreza je objekat koji se sastoji od tacaka sa celobrojnim koordina -
tama u n-dimenzionom prostoru, koje zovemo ¢vorovima mreZe, i linija
koje ih povezuju, koje zovemo vezama mreZe. Veze medu ¢vorovima se
zadaju pomocu skupova vektora sa celobrojnim koordinatama {y;}, tako
da je &vor x; povezan sa skupom &vorova {x;+y;}. Te &vorove zovemo
susedima Cvora x;. Broj elemenata skupa { yi}, ako je isti za sve ¢vorove
zva¢emo koordinativnim brojem i obelezavati ga sa c.

MreZe koje se uzimaju u razmatranje u ovom radu su dimenzije 2 i
njihove veze mogu se definisati pomocu jednog skupa za kvadratnu
(1.0, (<1,0), (0,1), (0~1)}) i trougaonu mrezu ({(1,0), (=1,0), (0,1), (0~1),
(1,1), (<1,-1)}), dok su za definisanje veza na Sestougaonoj mreZi potrebna
dva skupa, tj. moramo posebno razmotriti ¢vorove sa parnim i neparnim
zbirom koordinata. Jedan nacin definisanja je da za skup za “parne” ¢vo -
rove uzmemo ({(0,1), (1,0)}), a za “neparne” ({(0,-1), (-1,0), (1,0)}).

Kretanje po mrezi

Pri razmatranju kretanja po mreZi moramo se osvrnuti na dva najjedno -
stavnija tipa: random walk, kretanje kod koga su svi pravci ravnopravni, i

nonreversing walk, kretanje kod koga se prvi korak moZe napraviti na bilo
koji od susednih &vorova, a svaki sledeci je mogué samo na neki od Biljana Gajic (1982),
o .. - .. Beograd, V. Bogisica
¢vorova koji nisu bili poseceni u prethodnom koraku. Jedan podskup non- .

. e ) ~ 4, ucenica 4. razreda
reversing walk-a je posebno zanimljiv. To je self-avoiding walk, kretanje  Matematicke

kod koga se ne sme dva puta posetiti isti ¢vor. gimnazije u Beogradu
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Broj samonepresecajucih puteva

Kombinatorni problem odredivanja broja puteva date duZine kod random
walk-a i nonreversing walk-a je trivijalan. Za random walk taj broj je na mreZi

sa koordinativnim brojem ¢ jednak c”, dok za nonreversing walk iznosi
clc—1)"" L gde je n broj koraka. Odredivanje broja samonepresecajucih pu-
teva date duZine je znatno sloZeniji problem, zapravo do sada analiticki ne-
reSiv. Jedina reSenja nadena do sada su za konkretne vrednosti 7 i ostvarena
su uz pomo¢ moc¢nih racunara. Granica za n, za koju moZzemo odrediti ta¢an
broj samonepresecajucih puteva, je direktno zavisna od trenutne razvijenosti
raunarske tehnologije, zbog eksponencijalne sloZenosti problema. Ipak, mo-
guce je naci pribliZzna reSenja za broj samonepesecajucih puteva i za veée n
od onog koji je trenutna granica odredivanja tacnog broja.

Algoritam

Postoje razni nacini za odredivanje pribliZnog broja samoneprese-
cajuéih puteva. Jedan je generisanje slucajnog n-cifrenog broja osnove
¢ — 1, gde svaka cifra oznacava jedan pravac kretanja i proveravanje da li
je putanja kodirana tim brojem samonepresecajuca. Drugi, koji je ovde ko-
riScen, sastoji se u sledecem: krece se iz tacke (0,0) i u prvom koraku na
slu€ajan nacin bira se jedan od susednih ¢vorova. U svakom slede¢em ko-
raku na slucajan nacin bira se neki od ¢ — 1 susednih ¢vorova koji nije bio
posecen u prethodnom koraku. To se nastavlja sve dok je put samonepre-
secajuci. Algoritam se ponavlja viSe puta (107) i beleZi se koliko puta je
naden samonepresecajuci put neke duzine. Neka je B(n) broj nadenih sa-
monepresecajucih puteva duZine n. Zavisnost je eksponencijalna, tj.

B(n) =A™ ". Ako je N ukupan broj iteracija, vazi:

nmax ”max
N = z B(n) = Z A % Mmax

n=1 n=1
Kada je n,,, dovoljno veliko, vaZi:

Mmax

A
N ZJ’AeGD’dn = —Eaﬂlmx - eGH
a
1
Ako sa f.(n) oznatimo broj samonepresecajucih puteva duZine n na
mreZi sa koordinativnim brojem c, tada je:
n—1 Mmax

s ==y m) ().

i=n
Dalje imamo:
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Ispitivanjem zavisnosti B(n) za razli¢ite vrednosti N, dobija se da je

zavisnost parametra A od N linearna, a da je O konstanta. Ako uzmemo

A=A"[N+A", zavisnost f.(n) moZemo predstaviti u obliku:
()=1—A'+A—” E#Dem)uc N
o) = (1= (@ + ) B e 1)

odakle se zakljucuje da je zavisnost i f.(n) za veliko N (3to je ulazni para-
metar simulacije) eksponencijalna funkcija.

Ako tu zavisnost predstavimo u obliku f.(n) =F [J" za parametre F
i f dobijamo:

Tip mreze c F AF f Af

kvadratna 4 1.84 0014 2.733 0.003
trougaona 6 1.70 0.013 4354 0.007
Sestougaona 3 2.16 0.017 1.884 0.001

Vrednost dobijena za f za kvadratnu mrezu odstupa 2% od vrednosti
prezentovane u (Finch 2000).

Slika 1.
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Sa grafika (slika 1) direktno se ocitava f(n). Broj samonepresecajucih
putanja se sa greSkom manjom od 50% odreduje do duZine 86 za kvad-
ratnu mrezu, 59 za trougaonu mrezu i 127 za Sestougaonu mreZu. Rezultati
se slazu sa tacnim brojevima samonepresecajucih putanja prezentovanim
kod Hayes-a (1998 a, b) i Madars-a (1999). Naravno, granica do koje se
moZe izraCunati taCan broj samonepresecajucih krivih je manja od
pomenutih duZina za koje se ovom metodom dobijaju rezultati sa rela-
tivnom greSkom od 50%. Ovi rezultati se mogu popraviti jer je greska
funkcija broja iteracija. Program kojim su generisane priblizne zavisnosti
£.(n) za 10 iteracija izvr$avan je dva dana na rafunaru sa procesorom In-

tel Celeron 300 MHz, a vreme linearno zavisi od broja iteracija.

Fraktalna dimenzija samonepresecajucih puteva

U ovom radu odredivana je fraktalna dimenzija samonepresecajucih
putanja na kvadratnoj i trougaonoj mreZi.

Tako se simulacijama kretanja opisanim u prethodnom delu dobijaju
samonepresecajuce putanje ograniCene duZine (Sto nikako ne predstavlja
fraktal), Cinjenica je da proizvoljan random walk, nonreversing walk ili
self-avoiding walk iste duZine zauzimaju potpuno drugaciju oblast mreZe,
pa je za ocekivati da bi kada bismo mogli da generiSemo dovoljno du-
gacke samonepresecajuce putanje, one imale neke osobine fraktala. Odnos
duZine samonepresecajuce krive i radijusa oblasti koju zauzima na mreZi
bio bi osobina koja bi nam dala fraktalnu dimenziju po masenoj definiciji
Schroeder-a (1999).

Prva stvar koja se mora definisati, da bi se moglo govoriti o radijusu
oblasti koja pokriva posmatranu putanju, je rastojanje na mreZi, tj. njena
metrika.

Metrika razmatranih mreza

Rastojanje izmedu tataka X(x;,x,, ...x,) i Y(y; y, ...y,) n-dimenzi-
onog prostora je:
M
dx.Y) =) (i =)’
=1

o

Jasno je da je ovako definisana metrika u naSem slucaju neupotreblji-
va. Rastojanje izmedu dve tacke na mreZi definisaéemo kao najmanji broj
koraka potreban da se od jedne tacke stigne po mreZi u drugu, takozvano
taksi-rastojanje (Krause 1986).
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Za kvadratnu mreZu, rastojanje tacke A(x,y) od koordinatnog pocetka
je dato izrazom d(A) = x|+ |y|, a za trougaonu mreZu moramo razmotriti
dva slucaja. Ako se tacka A nalazi u drugom ili Cetvrtom kvadrantu rasto-
janje je isto kao i kod kvadratne mreZe, d(A) = [x| + |y, a ako se nalazi u

prvom ili treéem kvadrantu vazi d(A) = max{ [0 }.

Algoritam

Fraktalna dimenzija odredivana je na slede¢i nacin. Prvo su odbacene
sve putanje ¢ija je duZina manja od neke granice g. Preostale putanje se
tada mogu smatrati beskona¢no dugim jer se posmatra njihov oblik na ras-
tojanjima manjim od g.

Neka je proizvoljna samonepresecajuca putanja data nizom tacaka na
mreZi (x;) duZine n;, gde ij [ {1, 2, ... N}, gde je N broj putanja. Onda
je “masa” samonepresecajucih krivih na rastojanju manjem ili jednakom r
data izrazom:

M(r) = Z Z 0} (xij, r)
i=1j=1
gde je
o _JLd(x)sr
) =10.d00) > -

Sa grafika zavisnosti M(r), slika 2, vidi se da je M(r) stepena funkcija
za r << g. Kako se r povecava, sve viSe do izraZaja dolaze efekti konacne
duZine posmatranih putanja, tj. dolazi do zasicenja, kao Sto se vidi na gra-
fiku. Znaci za malo r vazi:

M) =c
gde je d traZena fraktalna dimenzija.

U ovom radu za granicu uzimano je g = 30, 40, i 50 i posmatrana je
zavisnost M(r) za r < 10. Dobijeni su sledeéi rezultati, gde je za fraktalnu
dimenziju uzeta srednja vrednost onih dobijenih za razliCite granice:

Tip mreZe Fraktalna dimenzija d Ad
kvadratna 1.23 0.02
trougaona 1.18 0.02

Granica g se ne moZe proizvoljno povecavati poSto se broj samone-
presecajuéih putanja koje ostaju u razmatranju drasti¢no smanjuje.
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Zasicenje na grafiku pokazuje ociglednu Cinjenicu da se za dovoljno
veliko r skoro svi ¢vorovi nalaze na rastojanju od koordinatnog pocetka
manjem od r.

Grafici za druge granice i mreZe su slicni.

Komentari

Razmatrani putevi po mreZama u ravni mogu se efikasno koristiti kao
model za konformacije proteina (Hayes 1998), tako Sto se u ¢vorove mreze
postave aminokiseline, povezane vezama na mreZi. Na taj nain je protein
predstavljen kao samonepresecaju¢a putanja. Obi¢no se u najjednostavni-
jim modeliranjima razmatraju samo dva tipa aminokiselina, gde je jedan
tip hidrofilan a drugi polaran i problem savijanja proteina se svodi na na-
laZenje optimalnog samonepresecajuceg puta, tako da broj vodoni¢nih veza
bude $to veéi. Moguce primene samonepresecajucih puteva su i u modeli-
ranju adsorpcije polimera, gde se zapravo razmatraju samonepresecajuce
putanje u poluprostoru (Whittington 2001).

IstraZivanje se moZe nastaviti ispitivanjem samonepresecajucih pu-
teva, pri ¢emu verovatnoce kretanja nisu iste u svim pravcima (Madars
1999). Time se mogu modelirati polimeri orijentisani poljem.
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Slika 2.

Zavisnost ukupnog
broja ¢vorova, koji se
nalaze na rastojanju r
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Figure 2.
Dependence of total
number of knots at
distance r for all
self-avoiding walks
with length greater
then 50, from r, for
square lattice
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Biljana Gaji¢
Certain Characteristics of Self-avoiding Walks in Plane

Self-avoiding walks represents a good model for different features of
macro-molecules, i.e. polymers, proteins or nucleic acids. In spite of the
model’s simplicity, many important parameters of the model cannot be de -
termined analytically. Main objective of this work was to investigate and
describe certain characteristics of self-avoiding walks on square, triangular
and hexagonal lattice in 2D using Monte Carlo simulations.
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