Igor Stamenov

Odredivanje parametara elektricnog
polja proizvoljnih sistema
naelektrisanih provodnih tela

Napisana je simulacija koja je koriste¢i metod relaksacije reSenja racuna pros-
tornu raspodelu potencijala prizvoljnog 2D ili 3D sistema naelektrisanih provod-
nih tela poznatog potencijala. Osim Sto racuna potencijal, simulacija poseduje do-
datne opcije za odredivanje raspodele naelektrisanja na zadatim telima, kao i
elekti¢nog polja celog sistema. Simulacija je funkcionisala za sisteme koji se na-
laze u ograni¢enom prostoru; 2D sistemi su smeStani u zatvorene konture, a 3D
sistemi u zatvorene kutije. Na taj nacin bi se nulti potencijal iz beskonacnosti po-
merao na konacnu udaljenost od tela. Razvijanjem algoritma su proucene njegove
prednosti i nedostaci.

Uvod

Problem odredivanja jedinstvenog reSenja funkcije raspodele elektri -
¢nog potencijala u proizvoljnom sistemu naelektrisanih tela oduvek je za -
uzimao vazno mesto u elektrostatici. Funkciju raspodele nije lako odrediti
analiti¢ki ni u jednostavnim sistemima, dok je u sloZenim to prakti¢no ne -
mogude. Zato se Cesto pribegava numeriCkom resavanju. Postoji nekoliko
metoda koji to omogucéavaju: metoda konformnog preslikavanja, dis -
perziona metoda i relaksaciona metoda (Purcell 1988). Cilj ovog rada je
da se kreira optimizovan algoritam za izraCunavanje potencijala odredenih
sistema naelektrisanih provodnih tela u vakuumu. Algoritam se temelji na
principu relaksacionog metoda.

Za svaku taCku elektrostatickog polja vaZi Poissonova jednacina:
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prostora gde nema naelektrisanja, P je jednako nuli, pa se prethodna
jednacina svodi na Laplaceovu jednacinu:
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Njen oblik u Dekartovim koordinatama glasi:
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a reSenja su joj harmonijske funkcije koje imaju niz korisnih svojstava.
Problem pri reSavanju Laplaceove jednacine sastoji se u tome da se nade
funkcija U koja zadovoljava jednacinu (3) i ujedno na povrSinama tela is-
punjava zadate granicne uslove. Relaksacioni metod koristi osobine nave-
denih harmonijskih funkcija. Jedna od tih osobina podrazumeva da je vred-
nost potencijala u proizvoljnoj tacki gde je naelektrisanje jednako nuli
jednak srednjoj vrednosti potencijala njene okoline (u ovoj simulaciji tu
okolinu u 3D sistemima je predstavljalo Sest tacaka, a u 2D sistemima Ce-
tiri). Elektri¢ni potencijal se podeSava dok u svakoj tacki ne zadovolji na-
vedenu osobinu sa unapred zadatom tacnoscu. To se postiZe tako Sto se na
pocetku svakoj tacki dodeli proizvoljna vrednost potencijala. Potom se ite-
rativnim postupkom njoj dodeljuje srednja vrednost potencijala okoline.
Postupak se ponavlja sve dok promena potencijala u svakoj tacki reSetke
izmedu dve iteracije ne bude manja od zadate tacnosti. Tada moZemo sma-
trati da smo reSili Laplaceovu jednacinu za dati sistem.

Posto se odredi potencijal u svakoj tacki polja mogude je odrediti i
elektricno polje preko gradijenta potencijala:
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gde su i, j, i k odgovarajuci jedini¢ni vektori.
Za odredivanje koli¢ine naelekrisanja na delicu povrSine provodnog

tela koristi se teorema po kojoj je vrednost elektricnog polja uz svaki deli¢
povrsine provodnog tela jednak koli¢niku povrSinske gustine naelektrisanja

O na tom deli¢u i permitivnosti vakuuma:
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Odredivs$i O, lako odreduje i koli¢ina naelektrisanja po formuli

Ag=0AS gde je AS povriina posmatranog deli¢a.
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Metod

Prvo je napravljen editor za definisanje geometrije sistema. U 2D slu-
caju editor omogucava unoSenje objekata proizvoljnog polozZaja i oblika,
dok u slucaju 3D objekata nije moguce unoSenje tela proizvoljno zakri-
vljenih povrSina, ve¢ samo onih koji su bili sastavljeni od pravougaonih
segmenata proizvoljno rasporedenih u prostoru. Pri zadavanju sistema vodi
se rauna da dva objekta koja su na razliCitim potencijalima ne dodu u
medusobni kontakt, jer takvo stanje nije elektrostaticki stabilno. Buduci da
je zadati sistem morao biti smeSten unutar kutije, odnosno konture, dime-
nzije sistema bile su potpuno odredene. Pri tome je, iz tehnickih razloga,
broj tacaka morao biti ogranicen. Zato su na pocetku vrSena eksperimen-
tisanja sa brojem tacaka i vremenom rada algoritma. Najveca testirana
mreza tacaka za 2D sistem je bila 1000 X 1000 sa greSkom potencijala na
Sestoj decimali, a simulaciji je trebalo 59 sati da na raCunaru sa Pentium
procesorom na 133 Mhz sa 32 Mb RAM-a odredi potencijal sistema. Na-
knadnim testiranjima dos$lo se do zakljucka da je optimalna gustina tacaka
u 2D sistemima 150 X 150, a u 3D sistemima 100 X 100 X 100. Pri toj gu-
stini tacaka algoritam je reSavao svaki 2D sistem za manje od 7 minuta,
a 3D sistem izmedu 5 i 20 minuta. U oba slucaja zadata tacnost iznosi 10.

Medutim, pri ovim uslovima se za elektricno polje ne dobijaju uvek
zadovoljavajuci rezultati, poSto neki pikovi na grafiku nisu jasno vidljivi.
To se deSava na mestima velike koncentracije naelektrisanja, tj. na Siljatim
delovima tela. Na tim mestima elektricno polje se suviSe brzo menja, tako
da optimalna gustina tacaka ne daje gladak grafik, ve¢ samo par tacaka
koje sugeriSu skokovitu promenu polja (slika 1b). To je predstavljalo prob-
lem pri odredivanju raspodele naelektrisanja, jer je zadata (’optimalna’)
gustina taCaka bila nedovoljna za precizno raCunanje polja kod uglova i
vrhova. Zato se u tim oblastima pribeglo lokalnom usitnjavanju mreZe:
nakon racunanja potencijala, polja i raspodele naelektrisanja, algoritam
markira oblasti kao preporuku gde bi se za dati sistem vrSilo usitnjavanje
mreze. Pri tom algoritam vodi raCuna i o pocetnoj (proizvoljnoj) dodeli
vrednosti potencijala taCkama sistema, jer ba§ od proizvoljnosti te
raspodele u mnogome zavisi vreme relaksacije reSenja. To je postignuto na
sledeci nacin. Testiranjem je utvrdeno da se najbolje reSenje dobija ako su
pocetne vrednosti potencijala (u prostoru izmedu provodnika) nasumicno
izabrane u intervalu minimalne i maksimalne vrednosti potencijala provod-
nika. Ako bi, umesto toga, svim tackama bila dodeljena jedna vrednost po-
tencijala, krajnje reSenje, iako bi zadovoljilo uslov da na kraju ciklusa u
svakoj tacki razlika potencijala u zadnjoj i predzadnjoj iteraciji bude manja
od zadate taCnosti, ne bi bilo reSenje Laplaceove jednacine. To bi se i
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videlo na grafiku, jer bi se najveci deo vrednosti nagomilavao u oblasti
pocetne dodeljene vrednosti.

Rezultati

Na slici la (tabla u prilogu ovog rada) vidi se grafik elektricnog po-
tencijala u 2D sistemu sastavljenom od dva koncentri¢na kvadrata s tim
sto je potencijal spoljasnjeg OV, a unutrasnjeg 100 V. Na slici 1b je grafik
intenziteta elektricnog polja istog sistema. Na grafiku elektricnog polja je
uocljivo da se naelektrisanja najviSe nagomilavaju u uglovima kvadrata i
da u tim oblastima grafik nema dosta tacaka. To je oblast gde treba izvrSiti
lokalno usitnjavanje mreze. Na slici 1c je preglednije predstavljeno elek-
tricno polje ovog sistema u vektorskom obliku. Kao potvrda pretpostavke
da se u uglovima kvadrata skuplja najviSe naelektrisanja, na slici 1d je pre-
dstavljen grafik raspodele naelektrisanja u sistemu. Za duzinu, potencijal,
jacinu elektri¢nog polja i linearnu gustinu naelektrisanja koriS¢ene su rela-
tivne jedinice.

Na slikama 2a i 2b su prikazani potencijal i elektrino polje dve igle
koje se seku i koje su naelektrisane do 100 V.

Na slici 3a i 3b zadati sistem unutar kvadrata na 0 V Cine dve za-
tvorene zakrivljene konture na potencijalima od 100 V. Vidljivo je da je
potencijal unutar svake konture konstantan, a da je elektricno polje unutar
njih nula.

Zakljucak

Uzimajuéi u obzir sve rezultate testiranja algoritma i uslove primen-
ljivosti metoda moZe se zakljuciti da je simulacija pokazala dobre rezultate
za svaki 2D i 3D sistem koji je zadat. Jedino ogranicenje metoda je bilo
nemogucnost postavljanja nultog potencijala u beskonacnosti. Simulacija je
testirana na raCunaru sa Pentium procesorom na 133 MHz sa 32 MB
RAM-a. Takode je ostvarena dosta dobra veza izmedu tacnosti i vremena
racunanja. Tome je umnogome pomoglo i lokalno usitnjavanje mreZe ta-
Caka. TacCnost reSenja je proveravana uvrStavanjem vrednosti u Laplaceovu
jednacinu. GreSka odredivanja potencijala je bila ispod 1%, a u ekstrem-
nim sluc¢ajevima kada je bilo mnogo objekata sa Siljatim delovima je mak-
simalno dosezala do 3%.
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Igor Stamenov

Determination of Electric Field Parameters in Systems of
Charged Conductors

Simulation which determines potential distribution in 2D or 3D sys -
tems of charged conducting objects was done. Simulation is based on re -
laxation method. Beside that, simulation have options which make possible
to calculate intensity of electrical field and charge distribution. Simulation
works with closed systems; 2D systems were put in closed contour, but
3D systems were put in closed box. Therefore, zero potential was moved
from infinity to final distance. According to test results and aplicability
conditions, this algorithm gave good results for every tested system. Simu -
lation was tested on computer with Pentium processor on 133 MHz with
32 MB RAM. Also was obtained very good relation between precision and
time for calculating.

Local resolution increasing was wery important for the precision.
That is obvious on figure 1b which represents intensity of electric field in
system of two concentric squares. Figure 1d represents charge distribution
in that system. On figure 2 is showed potential and electric field in system
consisted of two intersecting needles. Obviously greatest part of charge is
located in needles’ tops. Figure 3 represents potential and electric field of
two contours charged to 100 volts. It is obvious that electric field is zero
in contours.

Results reliability was checked by putting them in Laplace’s equation.
Error for potential was lower than 1%, but in extreme cases with many
objects with peak-like parts error was maximaly 3%.
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