
Mihajlo Vanevi}

Model termodinami~ke re{etke

U Petni~kim sveskama br. 42 (Vanevi}
1997) opisan je jednostavan model termodi-
nami~ke re{etke (TDR) koji je testiran
jedna~inom difuzije i koji je na tom testu
dao negativne rezultate. Ovde }e biti
izlo`ene neke popravke prvobitnog modela
i rezultati koje popravljeni model daje na
starim i novim testovima.

Novi model TDR

Novi model TDR je su{tinski isti kao
prvobitni model TDR, osim {to je pri testu
va`enja jedna~ine difuzije izabrana nova,
’glatkija’ po~etna raspodela koncentracije.
Na graficima (slika 1) prikazane su
po~etna raspodela koncentracije i respodela
koncentracije nakon vremena t = 100.

Za generisanje ove raspodele izabrana
je funkcija oblika 

n(r) = no + (nmax − no) e −|r − r((30,30))|

Model je testiran jedna~inom difuzije

L = 
∂ 2n

∂x2
 + 

∂ 2n

∂y2
 ∝ 

∂n
∂t

 = D (1)

 

i pri tom su dobijeni grafici zavisnosti
desne strane jedna~ine (D) od leve strane
(L) dati na slici 3.

Prikazani grafici predstavljaju ekstremne
slu~ajeve: jedan je potpuno linearan (koefi-
cijent korelacije je 1.000 (!)), dok drugi
zna~ajnije odstupa od prave (koeficijent
korelacije je 0.798) Grafici zavisnosti D od
L u ostalim ta~kama su negde izme|u ova
dva: manje su linearni od prvog, a vi{e od
drugog. U svakom slu~aju, kada se ovi
grafici uporede sa odgovaraju}im graficima
dobijenim prvobitnim TDR modelom (Va-
nevi} 1997) vidi se da je od velikog
zna~aja da po~etna fukcija raspodele kon-
centracije bude ’glatka’. Po{to je taj efekat
u novom modelu isklju~en, zaklju~ak je da
nelinearnost grafika u novom modelu
(verovatno) poti~e samo od lo{e
povezanosti }elija. Da bi se i taj efekat
umanjio, bez promene povezanosti,
uvedene su jo{ dve modifikcije:

1. Pri ra~unanju izvoda koncentracije
po koordinati na levoj strani jedna~ine di-
fuzije (L) kori{}ena je formula:

Mihajlo Vanevi} (1978), Beograd, Nik{i}ka 13,
u~enik 4. razreda Matemati~ke gimnazije u
Beogradu
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tj. usrednjava se po levom i desnom izvodu i
2. Defini{e se efektivna koncentracija

neff na slede}i na~in:

neff (i,j) = 

∑ 

p, q

n(p,q)

(2k + 1)2
(3)

(p = i − k, i + k
________

 , p = j − k, j + k
________

 ),

tj. usrednjava se koncentracija u kvadratu
dimenzija k×k sa centrom u ta~ki (i,j).
Veli~ina k ne sme biti velika jer se tada
slika de{avanja suvi{e ogrubljuje (u na{em
slu~aju uzeto je k = 1). 

Kori{}enjem prethodne dve modifi-
kacije dobijeni su vrlo linearni grafici
(slika 3). Radi pore|enja sa prethodnim
slu~ajem, navodimo grafike zavisnosti
desne strane difuzione jedna~ine (D) od
leve strane (L) za iste ta~ke (30, 30) i
(28, 27):

Koeficijent korelacije u ta~ki (30, 30)
je, i posle usrednjavanja datih formulama

(2) i (3), ostao 1, dok je, u ta~ki (28, 27)
on porastao sa 0.798 na 0.9992 (!). Dakle,
model TDR je zadavanjem glatke po~etne
raspodele koncentacije i usrednjavanjima da-
tih formulama (2) i (3) zna~ajno po-
pravljen. Dalje, testiranje modela pokazalo
je da je zavisnost D od L u svakoj ta~ki
linearna, ali da koeficijent srazmenosti
(tzv. koeficijent difuzije) varira od ta~ke
do ta~ke i to za najvi{e 10%. 

Izvr{imo jo{ jedan test na modelu:
test zavisnosti brzine udarnog fronta kon-
centracije od korena temperature. Udarni
front koncentracije je u po~etnom trenutku
postavljen tako da je koncentracija du` y-
ose konstantna. Raspodela koncentracije
du` x-ose je glatka funkcija i prikazana je
na graficima u trenutku t = 0 i u trenutku
t = 100 (slika 4).

Pomeraj vrha udarnog fronta u zavis-
nosti od vremena, u dva ekstremna slu~aja,
prikazuju grafici na slici 5.

Y-osa se menja stepenasto zbog diskre-
tnosti }elija: broj pre|enih }elija mora biti
celobrojan. Prvi grafik ima koeficijent kore-
lacije 0.981 tj. vrlo je linearan, {to zna~i da
se vrh udarnog fronta koncentracije na tem-

Slika 1. Grafik zavisnosti koncentracije od x-koordinate; y = 30, t = 0 (levo) i t = 30 (desno)
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Slika 2. Grafici zavisnosti D od L u ta~kama (30, 30) -- levo i (28, 27) -- desno, dobijeni
testiranjem modela jedna~inom difuzije (1). 

Slika 3. Grafici zavisnosti D od L u ta~kama (28, 27) -- levo i (30, 30) -- desno, nakon
modifikacija datih formulama (2) i (3).
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Slika 4. Zavisnost koncentracije od x-koordinate u trenutku t = 0 (levo) i t = 100 (desno).
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peraturi T = 1 kre}e konstantnom brzinom.
Na drugom grafiku vidimo da se pri tem-
peraturi T = 81 brzina fronta uspostavlja
nakon vremena t = 10, dok nakon vremena t
= 50 front sti`e do pred kraj TDR i po~inju
da se ispoljavaju efekti krajeva. Dakle pri
odre|ivanju zavisnosti brzine vrha udarnog
fronta koncentracije od korena temperature,
potrebno je uzeti samo one delove grafika na
kojima se efekti krajeva ne ispoljavaju. To je
ura|eno za opseg temperatura od Tmin= 1 do
Tmax = 400  (Tmax je vi{e od dva reda
veli~ine ve}a od Tmin). Radi pore|enja, da-
jemo poslednji grafik u opsegu u kome se
efekti krajeva ne ispoljavaju zna~ajno (slika
6). 

Dakle, eliminacijom grani~nih efekata
dobijamo da se udarni front kre}e
(pribli`no) konstantnom brzinom (koefici-
jent korelacije poslednjeg grafika je 0.991).
Brzina udarnog fronta u zavisnosti od
korena temperature, za raspon temperatura
1 < T < 400, data je grafikom na slici 7.

Koeficijent korelacije ovog grafika je
0.9998. Dakle, brzina prostiranja vrha udar-
nog fronta je zaista srazmerna korenu tem-
perature, kao {to smo i o~ekivali.

Prethodni testovi izvr{eni su uz
izotermski uslov Ti,j = const. Navodimo
jo{ dva grafika koji opisuju evoluciju
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Slika 6. Zavisnost pomeranja udarnog fronta
od vremena; efekti krajeva se ne ispoljavaju
zna~ajno (T = 81).
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Slika 5. Zavisnost pomeranja talasnog fronta
od vremena pri T = 1 (gore) i T = 81 (dole).

D O P  U  N  E

108  •  PETNI^KE SVESKE 45 DEO  I



sistema uz adijabatski uslov pV = const
(slika 8). Kako je zapremina svake }elije

konstantna, a pi,jV ∝ ni,jTi,j, to se adijabat-
ski uslov svodi na Ti,j = const/ni,j.

Vidi se da  udarni front postaje
strmiji, {to je posledica ve}e brzine fronta
u oblasti ve}e koncentracije. I ovo se kvali-
tativno sla`e sa teorijskim o~ekivanjem.

Zaklju~ak

Ovde su opisane relativno jednostavne
popravke koje zna~ajno pobolj{avaju prvo-
bitni model TDR. Na pobolj{anom modelu
TDR-a mogu se pratiti svi relevantni gasni
procesi u idealnom, razre|enom gasu.
Sli~ni modeli mogli bi da reprezentuju i po-
jave kao {to su turbulencija, difuzija,
de{avanja u realnim gasovima pri ekstrem-
nim uslovima itd., koje su te{ko ili pot-
puno nedostupne za teorijska i/ili
eksperimentalna prou~avanja.
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Slika 7. Zavisnost brzine vrha udarnog fronta
od korena temerature; 
Ti,j = const, 0 < i,j < 50.
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Slika 8. Rspodela koncentracije u trenutku 
t = 0 (gore) i t = 3 (dole).
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